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Introduction

Le but de ce projet est de modéliser la déformation d'une membrane rec-
tangulaire, élastique. Cela semble, à priori, simple à réaliser. Cependant ce type
d'étude nécessite d'utiliser les outils de trois domaines di�érents : physique,
mathématique, et informatique. C'est donc ainsi que va s'articuler ce rapport.
Dans un premier temps, il s'agira de poser les bases de notre modèle physique :
comment modéliser un tel phénomène ? Comment discrétiser les points de la
membrane ? Ensuite, il sera question de poser puis de résoudre les équations
mathématiques utilisant notre modèle physique. On approchera ce modèle phy-
sique avec des sommes de fonctions grâce aux séries de Fourier. En�n, nous
transformerons ces équations en système matriciel et qui sera résolu grâce à des
méthodes de calcul numérique. Nous utiliserons un ensemble de programmes
pour pouvoir comparer la précision des résultats, mais aussi pour visualiser gra-
phiquement le phénomène de déformation.
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Chapitre 1

Méthodologie et organisation

du travail

A�n de mener à bien ce projet, nous nous sommes répartis les tâches tout au
long du semestre. Dans un premier temps, nous avons commencé tous ensemble
par de la recherche de sources bibliographiques ainsi que la compréhension des
rapports des années précédentes. Par la suite, lors de nos travaux, nous nous
sommes organisés en 2 équipes : un trinôme s'occupant particulièrement de la
résolution exacte composé de Clément, Audrey et Tristan et un trinôme axé
sur la résolution numérique composé de David, Ali et Joran. Les deux équipes
ont ainsi travaillé ensemble tout en se donnant des objectifs personnels hebdo-
madaires. Cette organisation hebdomadaire nous a réellement permis d'avancer
continuellement tout au long de ce projet. La méthode des sinus et cosinus hy-
perboliques ainsi que la méthode des séries de Fourier ont été développées par
Audrey, Tristan et Clément. Les programmes associés en Maple ont été réalisés
par Clément. Pour la partie résolution numérique, l'organisation reste vraisem-
blablement la même avec des recherches e�ectuées par Ali, Joran et David. Ali
a ainsi développé le programme Pascal, David le programme Matlab et Joran
le programme Maple. Nous nous sommes organisés de la même manière pour la
rédaction du rapport.
L'aide et les informations apportées par notre professeur M. Gleyse nous ont été
indispensables pour l'ensemble des tâches e�ectuées.
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Chapitre 2

Travail réalisé et résultats

2.1 Modélisation physique

La membrane est rectangulaire, horizontale et élastique. On la met sous
tension en la �xant par les bords et en exerçant une force transversale. Sa surface
est représentée par une fonction de deux variables f, solution d'une équation de
Poisson de la forme suivante :−c14u = f

On pose ui,j = f(xi, yj) , et on discrétise la membrane. On désigne par Lx
sa longueur et par Ly sa largeur. N et M sont le nombre de divisions respectif
des côtés de la membrane. On obtient alors deux pas de discrétisation h et k
s'exprimant tel que :

h = Lx
N+1 et k =

Ly
M+1

On a : xi = ih et yj = jk où i, j = 0, .., 1 .

2.2 Résolution exacte

2.2.1 Sinus et cosinus hyperboliques

Pour la résolution exacte, on utilise la méthode de séparation des variables.
On a une équation de la forme

−C1∆u = f

avec ∆u l'opérateur laplacien :

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

3



CHAPITRE 2. TRAVAIL RÉALISÉ ET RÉSULTATS

Cherchant une solution de la forme u(x, y) = g(x)h(y) on e�ectue les doubles
dérivées partielles de cette solution :

∂2u

∂x2
=
∂2g(x)

∂x2
h(y)

∂2u

∂y2
=
∂2h(y)

∂y2
g(x)

On obtient alors

f = −C1(
∂2g(x)

∂x2
h(y) +

∂2h(y)

∂y2
g(x))

En supposant que f = 0, on obtient :

∂2g(x)

∂x2
h(y) +

∂2h(y)

∂y2
g(x) = 0

∂2g(x)

∂x2
h(y) = −∂

2h(y)

∂y2
g(x)

g′′(x)

g(x)
= −h

′′(y)

h(y)
= −k

k est une constante puisque g′′(x)
g(x) ne dépend que de x, h

′′(y)
h(y) ne dépend que de

y, et qu'il existe une égalité entre ces deux termes.
Nous avons donc l'équation suivante : g′′(x) = −g(x)k.
k = 0⇒

g(x) = ax+ b

k < 0⇒
g(x) = ae

√
|k|x + be−

√
|k|x

k > 0⇒

g(x) = c cos(
√
kx) + d sin(

√
kx)

= c cos(k1x) + d sin(k1x)

Dans le cas de k > 0, on injecte les conditions aux limites.
Si x = 0 alors

g(0) = 0

c cos(0) + d sin(0) = 0

c = 0

et si x = Lx alors

g(Lx) = 0

d sin(k1Lx) = 0

k1Lx = nπ

k1 =
nπ

Lx
n ∈ Z
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CHAPITRE 2. TRAVAIL RÉALISÉ ET RÉSULTATS

et on obtient donc une équation de la forme :

gn(x) = d sin(
nπ

Lx
x)

Dans le cas k = 0
Si x = 0 alors

g(0) = 0

a ∗ 0 + b = 0

b = 0

et si x = Lx alors

g(Lx) = 0

aLx = 0

a = 0

donc g(x) = 0

Nous avons également une deuxième équation : h′′(y) = kh(y)

h(y) = αek1y + βe−k1y

h(y) = (α+ β)
ek1y + e−k1y

2
+ (α− β)

ek1y − e−k1y

2
h(y) = (α+ β) cosh(k1y) + (α− β) sinh(k1y)

h(y) = γ cosh(k1y) + ν sinh(k1y)

En imposant les conditions aux limites :
si y = 0

h(0) = 0

γ ∗ 1 + ν ∗ 0 = 0

γ = 0

si y = Ly

h(Ly) = 0

ν ∗ sinh(k1Ly) = 0

ν = 0

donc h(y) = 0
Résolvons l'équation suivante :

−C1∆u = f

5 STPI/P6/2017-2018



CHAPITRE 2. TRAVAIL RÉALISÉ ET RÉSULTATS

−C1∆(h(y)gn(x)) = cn(y)gn(x)

−C1(hn(y)g′′n(x) + h′′n(y)gn(x)) = cn(y)gn(x)

−C1(hn(y) sin′′(
nπx

Lx
) + h′′n(y) sin(

nπx

Lx
)) = cn(y) sin(

nπx

Lx
)

−C1(−hn(y)(
nπ

Lx
)2 sin(

nπx

Lx
) + sin(

nπx

Lx
)h′′n(y)) = cn(y) sin(

nπx

Lx
)

−C1(h′′n(y)− (
nπ

Lx
)2hn(y)) = cn(y)

−C1(h′′n(y)− k21hn(y)) = cn(y)

Comme on prend f constant, on a forcément cn(y) qui est constant. De plus

grâce aux séries de Fourier, on a cn = 2
Lx

´ Lx
0

f · sin(nπxLx )dx
Nous avons donc une solution homogène :

γ cosh(k1y) + ν sinh(k1y)

Ainsi qu'une solution particulière :

cn
C1k21

Donc �nalement

hn(y) = γ cosh(k1y) + ν sinh(k1y) +
cn
C1k21

Maintenant nous allons imposer les conditions aux limites a�n de trouver les
coe�cients γ et ν.
y = 0⇒

hn(0) = 0

γ cosh(0) + ν sinh(0) +
cn
C1k21

= 0

γ
e0 + e0

2
+ ν

e0 − e0

2
+

cn
C1k21

= 0

γ +
cn
C1k21

= 0

γ = − cn
C1k21

6 STPI/P6/2017-2018



CHAPITRE 2. TRAVAIL RÉALISÉ ET RÉSULTATS

y = Ly ⇒

hn(Ly) = 0

− cn
C1k21

cosh(k1Ly) + ν sinh(k1Ly) +
cn
C1k21

= 0

ν sinh(k1Ly) =
cn
C1k21

(cosh(k1Ly)− 1)

ν =
cn
C1k21

(
cosh(k1Ly)− 1

sinh(k1Ly)

)
ν =

cn
C1k21

(
cosh(k1Ly)− cosh(0)

sinh(k1Ly)

)
ν =

cn
C1k21

(
2 sinh2(

k1Ly
2 )

sinh(k1Ly)

)
Nous avons donc :

hn(y) =
cn
C1k21

(
1− cosh(k1y) +

cosh(k1Ly)− 1

sinh(k1Ly
sinh(k1y)

)
hn(y) =

cn
C1k21

(
1 +

cosh(k1Ly) sinh(k1y)− cosh(k1y) sinh(k1Ly)− 1

sinh(k1y)

)
hn(y) =

cn
C1k21

(
1 +
− sinh(k1(Ly − y))− 1

sinh(k1y)

)
hn(y) =

−cn
C1k21

(
sinh(k1(Ly − y)) + 1

sinh(k1y)
− 1

)

2.2.2 Série de Fourier

Dans cette partie, nous allons de nouveau résoudre l'équation de Poisson,
qui est −c∆u = f , avec u = u(x, y). Mais, nous le ferons d'une manière di�é-
rente, sans utiliser les fonctions cosh et sinh. Nous rappelons que 0 ≤ x ≤ Lx
et 0 ≤ y ≤ Ly.

Au début, nous procédons exactement de la même manière que précédem-

ment (séparation des variables), et nous trouvons : X
′′(x)
X(x) + Y ′′(y)

Y (y) = −λ, avecλ
une constante.

On note F et G les fonctions dé�nies par : F (x) = X′′(x)
X(x) et G(y) = Y ′′(y)

Y (y) .

Pour avoir l'égalité, il faut que F et G soient constantes.
On a donc

F (x) = −m1²

et

G(y) = −m2²

7 STPI/P6/2017-2018



CHAPITRE 2. TRAVAIL RÉALISÉ ET RÉSULTATS

avec m1 et m2 des constantes.
On a donc l'équation

−m1²−m2² = −λ

On détermine donc m1et m2.

X ′′(x)

X(x)
= −m1²

X ′′(x) +m1²X(x) = 0

X(x) = α cos(m1x) + β sin(m1x)

Or, avec les conditions aux limites, nous avons X(0) = X(Lx) = 0.
Donc,

X(0) = α = 0

Donc,

X(x) = β sin(m1x)

Or,

X(Lx) = β sin(m1Lx) = 0

sin(m1Lx) = 0

m1Lx = kπ

Pour la fonction G, on trouve de manière analogue Y (y) = δ sin(m2y) et m2 =
lπ
Ly

.

Or,

−m1²−m2² = −λ

Donc,

−λ = −
[
(
kπ

Lx
)² + (

lπ

Ly
)²

]
De plus, nous avons ukl = Xk(x)Yl(y).
C'est-à-dire que ukl = βδ sin( kπLxx) sin( lπLy y)

On prendra ukl = sin( kπLxx) sin( lπLy y), car ukl correspond aux fonctions de base.

Par ailleurs, nous avons l'équation

−c∆u = f

Nous prenons c = 1. Nous obtenons donc

−∆u = f

8 STPI/P6/2017-2018



CHAPITRE 2. TRAVAIL RÉALISÉ ET RÉSULTATS

On suppose que u peut s'écrire sous la forme

−u = −Σaklukl

Donc que

−∆u = −∆Σaklukl

avec akl un coe�cient à déterminer.
Comme l'opérateur laplacien est linéaire,

−∆u = Σakl(−∆ukl)

Or, il nous faut calculer ∆ukl.

∆ukl =
∂²ukl
∂x²

+
∂²ukl
∂y2

∂²ukl
∂x²

= −sin(
lπ

Ly
y)(

kπ

Lx
)²sin(

kπ

Lx
x)

∂²ukl
∂y²

= −sin(
kπ

Lx
x)(

lπ

Ly
)²sin(

lπ

Ly
y)

Donc,

∆ukl = −sin(
kπ

Lx
x)sin(

lπ

Ly
y)

[
(
kπ

Lx
)² + (

lπ

Ly
)²

]
D'où

∆ukl = −λukl
Ainsi, −∆u = Σakl(−∆ukl) devient

−∆u = Σaklλukl

Or,

−∆u = f = Σbklukl

avec bkl =
´ ´

fukl´ ´
ukl²

, résultat que l'on peut obtenir grâce aux séries de Fourier.

Or,

¨
u2kl =

Lyˆ

0

ˆ Lx

0

sin2(
kπ

Lx
x) sin2(

kπ

Ly
y)dxdy

¨
u2kl =

Lyˆ

0

ˆ Lx

0

1

4
(1− cos(

2kπ

Lx
x))(1− cos(

2kπ

Ly
y))

9 STPI/P6/2017-2018



CHAPITRE 2. TRAVAIL RÉALISÉ ET RÉSULTATS

car sin2(a) = 1
2 (1− cos(2a))dxdy. Donc

¨
u2kl =

1

4
(

Lyˆ

0

ˆ Lx

0

1dxdy −
Lyˆ

0

ˆ Lx

0

cos(
2kπ

Ly
y)dxdy

−
Lyˆ

0

ˆ Lx

0

cos(
2kπ

Lx
x)dxdy +

Lyˆ

0

ˆ Lx

0

cos(
2kπ

Lx
x) cos(

2kπ

Ly
y)dxdy)

¨
u2kl =

LyLx
4

Donc bkl =
4
´ ´

fukl
LyLx

. Ainsi, par identi�cation,

aklλ = bkl

akl =
bkl
λ

akl =

´ ´
fukl´ ´
ukl²

∗ 1

( kπLx )² + ( lπLy )²

La solution exacte cherchée est donc

u(x, y) = Σaklukl(x, y)

avec akl =
´ ´

fukl´ ´
ukl²
∗ 1

( kπLx )²+( lπLy )²
et ukl = sin( kπLxx) sin( lπLy y)

2.2.3 Visualisation de la déformation de la membrane avec

Maple

Lors de la résolution exacte, nous avons donc obtenu deux équations. Bien
que di�érentes, ces équations devraient conduire à la même déformation de la
membrane. A�n de con�rmer cela, nous avons utilisé le logiciel Maple a�n de
modéliser la déformation de la membrane dans les deux cas. Pour cela, nous
avons créé un programme rassemblant les équations et nos valeurs initiales, à
savoir les dimensions de la membrane (Lx et Ly), mais aussi le coe�cient k1, la
tension de la membrane (c1) et le second membre f . Nous obtenons donc deux
graphiques, modélisant chacun une équation.

10 STPI/P6/2017-2018



CHAPITRE 2. TRAVAIL RÉALISÉ ET RÉSULTATS

Figure 2.1 � Déformation de la membrane (première équation à gauche et
deuxième équation à gauche)

Nous remarquons qu'après déformation, la membrane ressemble à une sorte
de dôme, ce qui est logique dans la mesure où elle est maintenue par les bords
(ce sont nos conditions limites). Visuellement, dans les deux cas, la déformation
est identique. Mais, pour plus de précision, nous avons a�ché les coordonnées
des points présents sur la diagonale de la membrane, comme nous pouvons le
voir ci-dessous.

Figure 2.2 � Coordonnées des points sur la diagonale (première équation à
gauche, deuxième équation à droite)

Dès lors, nous remarquons que l'ordre de grandeur est respecté, mais les
résultats ne sont pas parfaitement identiques. Ces di�érences peuvent être dues
aux arrondis du compilateur lors des calculs, mais aussi au nombre de termes
choisi lors du calcul de la somme. Nous avons fait cette modélisation avec un
seul terme. Mais, même si nous augmentons ce nombre pour être plus précis,
les valeurs ne se trouvent pas beaucoup modi�ées, et restent très proches dans
les deux modélisations. C'est pourquoi, nous pouvons faire l'hypothèse que ces
suites/séries convergent rapidement, et que le résultat retourné pour un terme
donne une approximation acceptable dans les deux cas.

11 STPI/P6/2017-2018



CHAPITRE 2. TRAVAIL RÉALISÉ ET RÉSULTATS

Ainsi, grâce à cette modélisation sous Maple, nous pouvons remarquer que
les deux modélisations sont similaires, montrant une cohérence dans les calculs
de la résolution exacte.

2.3 Résolution numérique

2.3.1 Approximation par les dérivées partielles

2.3.1.1 Obtention des équations

Nous allons réaliser l'étude de la déformation à l'aide du laplacien. Dans ce
cas, l'équation régissant la déformation est de la forme −cΔu(x,y)=f(x,y) avec
c constante représentant la tension de la membrane, u représentant la hauteur
de la déformation et f une fonction dépendant éventuellement de la position sur
la membrane.

Il n'est pas possible d'obtenir facilement une formule explicite de u et/ou de
f, nous allons donc discrétiser le problème en évaluant les valeurs à intervalles
réguliers en x et en y (maillage).

On peut approximer le laplacien des deux doubles dérivées partielles (par
rapport à x et y) grâce à deux développement de Taylor successifs.

u(xi+1, yi) = u(xi, yi) + h
∂u(xi, yi)

∂x
+
h2

2

∂2u(xi, yi)

∂x2
+ h2ε(xi, yi)

u(xi−1, yi) = u(xi, yi)− h
∂u(xi, yi)

∂x
+
h2

2

∂2u(xi, yi)

∂x2
+ h2ε(xi, yi)

avec h l'espacement entre deux mesures en x.
En additionnant ces deux développements, les dérivées simples par rapport

à x s'annulent :

u(xi+1, yi) + u(xi−1, yi) ≈ 2u(xi, yi) + h2
∂2u(xi, yi)

∂x2

et donc
∂2u(xi, yi)

∂x2
≈ 1

h2
(u(xi+1, yi)− 2u(xi, yi) + u(xi−1, yi)

De même pour la double dérivée par rapport à y :

∂2u(xi, yi)

∂y2
≈ 1

k2
(u(xi, yi+1)− 2u(xi, yi) + u(xi, yi−1))

avec k l'espacement entre deux mesures en y.
En prenant les mêmes intervalles de mesures en x et y (donc h = k), on obtient :

−c∆ui,j =
c

h2
(−ui+1,j − ui,j+1 + 4ui,j − ui−1,j − ui,j−1) = fi,j

12 STPI/P6/2017-2018



CHAPITRE 2. TRAVAIL RÉALISÉ ET RÉSULTATS

avec (i, j) ∈ J0;N + 1K
2

si on prend une membrane carrée.
Il faut également prendre en compte les conditions aux limites : la déformation
est nulle aux bords du maillage, on a donc u0,j = 0 et uN+1,j = 0 pour les bords
en x et ui,0 = 0 et ui,N+1 = 0 en y.

2.3.1.2 Obtention de l'équation matricielle pour N=3

On peut par exemple réaliser un maillage 3x3 (donc 9 points de mesure),
au bord la déformation est nulle donc pour i = 0, i = 4, j = 0 et j = 4 on a
ui,j = 0.
Il nous reste donc 9 valeurs à déterminer et on peut écrire 9 équations :

−u2,1 − u1,2 + 4u1,1 − u0,1 − u1,0 = h
2

c f1,1

−u2,2 − u1,3 + 4u1,2 − u0,2 − u1,1 = h
2

c f1,2

−u2,3 − u1,4 + 4u1,3 − u0,3 − u1,2 = h
2

c f1,3

−u3,1 − u2,2 + 4u2,1 − u1,1 − u2,0 = h
2

c f2,1

−u3,2 − u2,3 + 4u2,2 − u1,2 − u2,1 = h
2

c f2,2

−u3,3 − u1,4 + 4u2,3 − u1,3 − u2,2 = h
2

c f2,3

−u4,1 − u3,2 + 4u3,1 − u2,1 − u3,0 = h
2

c f3,1

−u4,2 − u3,3 + 4u3,2 − u2,2 − u3,1 = h
2

c f3,2

−u4,3 − u3,4 + 4u3,3 − u2,3 − u3,2 = h
2

c f3,3

Certaines de ces valeurs de u valent 0, on obtient donc :

−u2,1 − u1,2 + 4u1,1 = h
2

c f1,1

−u2,2 − u1,3 + 4u1,2 − u1,1 = h
2

c f1,2

−u2,3 + 4u1,3 − u1,2 = h
2

c f1,3

−u3,1 − u2,2 + 4u2,1 − u1,1 = h
2

c f2,1

−u3,2 − u2,3 + 4u2,2 − u1,2 − u2,1 = h
2

c f2,2

−u3,3 + 4u2,3 − u1,3 − u2,2 = h
2

c f2,3

−u3,2 + 4u3,1 − u2,1 = h
2

c f3,1

−u3,3 + 4u3,2 − u2,2 − u3,1 = h
2

c f3,2

4u3,3 − u2,3 − u3,2 = h
2

c f3,3

On peut résumer ce système linéaire de la forme c
h2A ∗ U = F avec A matrice

carrée de taille 9 (N2) et U et F matrices colonnes :
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c

h2 ∗



4 −1 0 −1 0 0 0 0 0
−1 4 −1 0 −1 0 0 0 0
0 −1 4 0 0 −1 0 0 0
−1 0 0 4 −1 0 −1 0 0
0 −1 0 −1 4 −1 0 −1 0
0 0 −1 0 −1 4 0 0 −1
0 0 0 −1 0 0 4 −1 0
0 0 0 0 −1 0 −1 4 −1
0 0 0 0 0 −1 0 −1 4


∗



u1,1
u1,2
u1,3
u2,1
u2,2
u2,3
u3,1
u3,2
u3,3


=



f1,1
f1,2
f1,3
f2,1
f2,2
f2,3
f3,1
f3,2
f3,3


La matrice A peut s'écrire

A =

 X −I O
−I X −I
O −I X



avec X =

 4 −1 0
−1 4 −1
0 −1 4

, I =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 et O =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


2.3.1.3 Equation matricielle pour une taille quelconque

Plus généralement avec (i, j) ∈ J0, N + 1K
2

, on peut toujours résumer le
système par une équation matricielle de la forme c

h2 ∗A∗U = F , avec A matrice

carrée de taille N2 et A et F matrices colonnes de taille N2.

A =



X −I O · · · O

−I X −I
. . .

...

O −I
. . . −I O

...
. . . −I X −I

O · · · O −I X



avecX =



4 −1 0 · · · 0

−1 4 −1
. . .

...

0 −1
. . . −1 0

...
. . . −1 4 −1

0 · · · 0 −1 4


, I matrice identité, etO =

 0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0



2.3.2 Résolution matricielle

On cherche à résoudre :
Ax = b
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Ce système peut, théoriquement, être résolu grâce au calcul de l'inverse de A.
En e�et, x = A−1b. Cependant en pratique, le calcul de l'inverse de A entraine
beaucoup d'erreur et ne peut qu'être approché.

2.3.2.1 Méthode de Cholesky

Théorème : Soit A une matrice symétrique dé�nie positive. Alors il existe
une matrice triangulaire inférieur L telle que A = L.Lt.

Cette méthode est utilisée pour résoudre des systèmes linéaires. Elle est
donc parfaitement adaptée à notre calcul. On utilise donc cette méthode pour
résoudre le système linéaire suivant :{

Lz = b

Ltx = z
(2.1)

On a bien

Lz = b ⇒ LLtx = b

⇒ Ax = b

2.3.2.2 Algorithme de calcul

On pose A = (aij) et L = (lij).

On a A = LLt ⇔ aij =
∑min(i;j)
k=1 likljk.

Or A étant symétrique, donc aij =
∑i
k=1 likljk avec i 6 j.

On détermine d'abord les i− 1 premières colonnes de L

Pour i = 1 : On commence par le terme sur la diagonale et on détermine la
1ère colonne de L : {

a11 = l211
a1j = l11lj1

⇔

{
l11 =

√
a11

lj1 =
a1j
l11

Pour i = 2 : On utilise la même méthode pour déterminer la 2ème colonne
de L : {

a22 = l221 + l222
a2j = l21lj1 + l22lj2

⇔

{
l22 =

√
a22 − l221

lj2 =
a2j−l21lj1

l22

Puis on fait de même pour les i − 1 premières colonnes de L. Finalement,
pour la i-ème colonne :{

aii =
∑i
k=1 l

²

ik

aij =
∑i
k=1 likljk

⇔

lii =
√
aii −

∑i−1
k=1 l

²

ik

lj2 =
aij−

∑i−1
k=1 likljk
lii

(2.2)
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Désormais, il su�t de résoudre le système obtenu grâce à la décomposition
de Cholesky. On procède par ordre croissant des indices pour Lz = b, puis par
ordre décroissant pour Ltx = z.

2.3.2.3 Résolution

Résultats Pascal : On utilise un programme Pascal basé sur la méthode de
Cholesky. Avec pour conditions initiales c1 = 100 et f = 1.
On utilise 3 tailles de matrices pour comparer les résultats : N ∈ {3; 5; 7}.
On obtient les résultats suivants (la matrice de taille N = 7 est disponible en
annexe) :

Figure 2.3 � matrice x pour N = 3 en Pascal

16 STPI/P6/2017-2018



CHAPITRE 2. TRAVAIL RÉALISÉ ET RÉSULTATS

Figure 2.4 � matrice x pour N = 5 en Pascal

On remarque que l'ordre de grandeur est légèrement di�érent suivant la taille
du maillage utilisé. Cela vient du fait qu'un système matriciel plus grand néces-
site plus de calcul et entraîne donc plus d'imprécision. L'allure de la déformation
reste cependant la même : une grande déformation au centre de la membrane,
qui s'atténue en s'approchant des bords.

Résultats Matlab : On refait les mêmes calculs sur Matlab. Cette fois, on
représente graphiquement la matrice. On retrouve la même allure :des valeurs
plus importantes au centre, qui diminuent aux bords.
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Figure 2.5 � matrice x pour N = 5 sur Matlab

Figure 2.6 � matrice x pour N = 7 sur Matlab

Résultats Maple : Sur Maple, les résultats ne sont pas parfaitement iden-
tiques (par rapport aux résultats en Pascal et en Matlab). L'ordre de grandeur
reste cependant le même.

Figure 2.7 � matrice x pour N = 3 sur Maple
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Figure 2.8 � matrice x pour N = 5 sur Maple

2.3.3 Conclusion partielle

Les propriétés physiques sont véri�ées : on a bien une déformation plus im-
portante au centre de la membrane. Cette déformation s'atténue à l'approche
des bords qui sont �xés.
Au niveau mathématique, les résultats sont les mêmes à 10−5 près. La di�é-
rence est dû au fait que les méthodes de résolution di�èrent d'un programme à
l'autre. D'un côté, les programmes sous Maple utilisent des techniques de cal-
cul formel pour la résolution d'équation et les solutions sont donc exactes tant
qu'on n'essaye pas de les approcher. De l'autre, les programmes sous Matlab et
Pascal utilisent du calcul numérique, et font donc leurs calculs en utilisant un
nombre �ni de �ottant (tous les nombres de R ne sont pas représentables en
machine). Ainsi, dans ce type de programme, on ne résout plus Ax = b mais
plutôt A ∗ (x+ ∆x) = b+ ∆b.

Aussi, au sein d'un même programme (en Matlab et Pascal), les résultats
pour des tailles de matrice di�érentes ne sont pas les mêmes. Cette imprécision
vient du fait qu'une matrice plus grande nécessite plus de calculs et est donc
plus touchée par les erreurs de calculs.

Pour représenter au mieux ce phénomène de déformation, il serait intéressant
de penser à une manière d'avoir un maillage de taille variable : plus large à
proximité des bords, et plus �n au centre.
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Conclusion

Au cours de ce projet, nous avons tenté de modéliser la déformation d'une
membrane rectangulaire, autour de trois grandes lignes directrices : la physique,
les mathématiques et l'informatique.

Tout d'abord, c'est grâce à la physique que nous avons tenté de discrétiser
la membrane, de façon à ne plus avoir une surface continue, mais uniquement
un maillage de points.
Nous avons ensuite modélisé la membrane et sa déformation grâce aux ma-
thématiques. Pour ce faire, nous avons eu recours aux équations di�érentielles,
mais aussi aux séries de Fourier. Nous avons résolu l'équation −c4u = f de
deux manières di�érentes : une solution s'exprimant à l'aide de cosinus et sinus
hyperboliques et l'autre uniquement avec des sinus et cosinus.
A�n de simuler numériquement la déformation de la membrane et véri�er la
cohérence de nos calculs, nous avons utilisé des programmes Maple, Matlab et
Pascal pour la résolution numérique a�n d'approcher la matrice représentant
notre modèle discret. Nous avons ensuite comparé leur précision et leur perti-
nence.

Mais, au-delà des outils et des connaissances scienti�ques utilisés au sein de
l'EC de P6, ce projet nous a permis de développer notre esprit de groupe. En
e�et, pour mener à bien les recherches, il nous a fallu communiquer entre nous,
nous organiser et respecter les délais que nous nous sommes �xés, ce qui est très
important en tant que futurs ingénieurs.

En ce qui concerne la poursuite de ce projet, nous avons pensé qu'il pourrait
être intéressant de refaire une étude similaire avec une forme de membrane di�é-
rente, par exemple triangulaire ou circulaire. Il serait aussi intéressant d'adopter
un maillage triangulaire ou variable : étroit au milieu de la déformation et plus
large vers les bords.
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Annexe

Figure 2.9 � matrice x pour N = 7 sur Pascal
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