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Objectifs du projet :

Notre projet P6 avait pour objectif I'étude de la conduction thermique au travers d'une
barre de cuivre chauffée.

Plus précisément, nous nous sommes intéressés au phénomene de convection thermique
qui pouvait apparaitre durant cette conduction thermique. Nous avons, pour cela, étudié
I’équation de la chaleur avec un terme source (avec le terme de convection) et disséqué les
résultats d"une expérience en prenant en compte ce nouveau terme.

Mots-clefs du projet : Equation de la chaleur, solution exacte, expérience
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Introduction

Au cours de notre deuxieéme semestre de deuxieme année de STPI a I'INSA de Rouen,
nous avons choisi un projet de physique dans le cadre de la matiere P6. Ce projet, effectué
en groupe de 6, a pour theme la conduction thermique.

La conduction thermique est un mode de transfert thermique provoqué par une dif-
férence de température entre deux régions d’'un méme milieu, ou entre deux milieux en
contact, et se réalisant sans déplacement global de matiére par opposition a la convection
qui est un autre transfert thermique. De plus, un bilan d’énergie et I’expression de la loi de
Fourier conduit a 1'équation générale de conduction de la chaleur dans un corps homogene.

Pour notre projet, nous avons chauffé une barre métallique (de cuivre) a 'aide d'une
résistance pendant un laps de temps donné. Nous allons essayer, dans ce rapport, de dé-
montrer ce phénomene et de I'expliquer a l'aide d’équations, de programmes et surtout
d’expériences. Pour ce faire, nous avons eu accés aux rapports des années précédentes afin
de nous guider dans ce vaste sujet.

Ce projet a des intéréts multiples. On peut déja noter son coté pluridisciplinaire. En ef-
tet, il allie les mathématiques, la physique, la thermodynamique ainsi que, dans notre cas,
I'informatique pour la gestion et ’'obtention des données. Grace a ce projet nous avons pu
approfondir nos connaissances dans tous ces domaines. De plus, il nous a aussi permis de
travailler en équipe, ce qui sera, a n’en pas douter, un intérét non négligeable dans notre
future carriere d’ingénieur.
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Chapitre 1

Méthodologie, organisation du travail

Afin de réaliser ce projet nous avons dii tout d’abord faire des recherches sur la conduc-
tion thermique, en lisant les rapports des années précédentes et en faisant des recherches
sur 1’équation de la chaleur qui occupe une grande partie de notre sujet. Ainsi nous avons
pu déterminer les aspects du sujet que nous devions approfondir et nous répartir les taches
en fonction des compétences de chaque membre du groupe. Le tableau suivant détail la ré-
partition du travail au sein du groupe.

Répartition du travail :

| Téche a effectuer \ Membre en charge | Semaines |

Familiarisation avec le sujet Tout le monde 1a5
Démonstration de I'équation de la chaleur Ronan 3ab
Etude du terme conducto-convectif Ronan, Yunyi,Mengxue, Jingwen 5a7
Résolution mathématique de cette équation Ronan et Yunyi 7al0
Analyse des fichiers expérimentaux Mikaél et Nicolas 5a7
Analyse des fichiers Maple Mikaél, Nicolas, Yunyi 7al0

Rédaction du rapport Tout le monde 10413

Rédaction du rapport en LaTeX Ronan 10413

STPI/P6/2018 - 11



INSTITUT NATIONAL

DES SCIENCES

APPLIQUEES 6
ROUEN

INSA

Chapitre 2

Etude de I’équation de la chaleur avec un
terme conducto-convectif

Définition de 1’équation de la chaleur

Pour démontrer I'équation de la chaleur nous allons prendre comme modele une barre
calorifugée de surface S

Le flux thermique est défini par : ®(x,t) = 8Q = f]th c@ =ji X S

Faisons le bilan thermique de cette barre :

Pour cela appliquons le 1¢principe de la thermodynamique a la surface pendant dt :
dU = OW + 0Q) dt = Sdx et dm = pdr

Or dV=0 (car nous sommes en phase condensée) on a donc :

dU = 0Q(z,t) — 0Q(x + dx,t) = ®(z,t)dt — O(x + dz, t)dt(1)

Soit ¢ la capacité thermique massique en J.kg 'K !
Par définition dU = dm x cdT
dU = U(t +dt) — U(t) dU = dme(T — t + dt) — T(t))

dU = godrc%—{(x, t)dt (2)

D'apres (1) : dU = &(, t)dt — ( + da, t)dt
dU = (jun(x,t) — jen(r +dx,t)) X S

dU = — 2D g5t (3)

On a donc (2)=(3) '
& pdrcZ(z, t)dt = ——ajt%ix’t) dxSdt
Ordr = Sdx

L’équation précédente dev1ent donc : e (z,t) = — Qi (wit)

ot

Or d’apres la loi de Fourier jth = —)\grad( )

]th W.m ™2

L

grad(T) : K.m™*

—\ :conductivité thermique en W.m 1. K !

Grace a la loi de Fourier on en déduit I'équation de la chaleur :
or >\82T

P (T:1) = Age

ar _ A 9T

ot~ pc Ox2

On poseraa = 2
12
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Terme de convection dans I’équation de la chaleur
Nous cherchons a résoudre cette équation :
%Vl/ - aawg + c(w —we) = f(x,t)

Posons u=w-w,

(1) aU(,gf’t) — aa%g’t) +cxu(z,t) = f(x,t)
On a u(x,t) dela forme u(:z: t) = Be®) x v(x, t)
Onen dedult que = Bexp(Bt) x v(z,t) + % exp(Bt)
)

Ainsi BU a Qu o (Bt
T

’U _ 82V t
Gor = gz x e

En remplagant ces termes dans 1’équation 1 on obtient :
BB x v(x,t) + el — aa;T‘Q/ x )+ cv(z,t)ef = f(x,1)
el |Bu(w,t) — aZy + cv(w,t) + 2| = f(x,t)
S(B+c)u(z,t) + % — a% = f(x,t) x e P!

En f = —c; on obtient :

ov(x, 02v(x, _
((’%t) —a 35(52” = f(x,t) x e

Conditions aux limites

Avec
— o(t) = p(t) — we
— »(t) = ¥(1)
— Uo(l‘) Uo( ) We

Second changement de variable :
Posons s(x,t)=v(x,t)-¢(z, t)
On effectue ce changement de variable afin d’avoir les conditions initiales suivantes :

— s(0,t)=0
_ S _
ox

Pour cela posons €(0,t) = ¢(t) et aE(L D = (t)
De plus (z, t)est de la forme «(t) >< T+ B(t)
Enx=0, 5(1) = &(1)

En x=L a(t) = (1) 3

On obtient donc (z, t) = ¥(t) x = + H(t)

Si on reprend les conditions initialeson a :
— @(t) = w(0,1) = wo; P(t) = PG = wy
— @(t) = (1) — we = wo — we; Y(t) = Y(t) = wj,
Pour rappel nous sommes dans le cas o1 § = —c
— (1) = eM(wy — w,); D(E) = e x w

STPI/P6/2018 - 11
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Onadonce(x,t) = e (w), X x + wy — w,)
Finalement on obtient :

2
85 —afs = e!(f(w, 1) — c((w), x =+ wy — w,))

Avec S(0,t)=0; S(x,0)=U(z) — £(x, 0) et enfin 858L 4 _

Etude de I’équation sans terme source

98 _ ,0°8 _

ot oz = 0 <:> ot = aaxz (1)

Pour résoudre cette équation utilisons la méthode de séparation des variables :
S(x,t)=h(t) xg(x)
D’apres (1) on a : h ’(t) xg(x)=ah(t) xg ”(x)

L K@ _ g (@
=L T T 6w

& ’2@ = B x a< B (t)— Bah(t) =0(2)

En intégrant (2) on obtient h(t)=d x ¢’™, ou d est une constante arbitraire, on en déduit
que h,(t) = d, x e’

Posons 3 = —w?

On adonc: g((x)) =B g (z) —wglx) =0

g(x) est donc de la forme : g(x)= Acos(x)+Bsm(x)

On en conclut que S(x,t)= f(t)xg(x) = e~ [Acos(wz) + Bsin(wz)]

Déterminons les constantes A etBetw:

On sait que S(0,)=0 < e [A4+0]=0= A =0

S(x,t)=Be~"“’tsin(wx)

Cherchons la valeur de w, pour cela utilisons les conditions initiales :

8S(§Iazt —0

& Be ™"t x weos(wl) = 0

& cos(wl) =0

SwL=73(2n+1)

_ 7(2n+1)
= W= —5r

Finalement nous obtenons S(x,t) = B X dexp(ﬂ) X sm((%g;;)”)
Pour tout point n de la barre : S,,(z,t) => 7 C, exp(ﬂ) X sin(%),avec C, =
B, x d,

Résolution de 1’équation avec un terme source
2
—a55 + 57 = f(x,0)03)

Comme précédemment nous allons effectuer la méthode de séparation des variables, pour
cela posons :

Fla, )= O () X (z) = 320, Cu(t)sin(knz), avee X, (z) = g(z) = sin(k,z)

On remarque que ce développement est une série de Fourier :

Ch( ZLfO :Btsmk‘x)

Cult) = £ fo f(z,t) — c(w], X x + wy — we) X sin(kyx)dr
En prenant f(z, t) = 1, on obtient :
Cn(t) = m

Nous cherchons une solution du type S(x,t)=u,(t) x X, (z)
L’équation (3) devient donc :
W () X (z) = au(t) x X/ (z) + C,(t) Xn(x) (4)
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Or X/ (z) = —k2sin(k,x) = —k2 X, (z)

En divisant par X, (z)dans l’equatlon (4) on obtient I’équation différentielle suivante :
u/'(t) = —ak2u(t) + C,(t)

Cette une équation différentielle dul ordre du type ay’+by=c

Soit A(x) la primitive de la fonction f=§

Soit B(x) la primitive de la fonction g=¢

La solution de cette équation différentielle est donc : u(t)=e~4® B(z)
On a donc u,(t) = e ¥ xmt( A, + [T eFnat 5 O, (t)dt)

Finalement a t=0, S(x,0)= Z Apsin(kyz)dz

D’apres les conditions initiales :

— S(x,0)=Us(x) — &(z,0)

— Up(z) = Up(z) — we

— &(z,0) = W} + wy — we

On en déduit que S(X,O)zljg(a:) +w) X x4 wy

Avec Anqui est une série de Fourier :

A, =2
A, =2
A, =
A, =

2(L X (—1) - 13

L fo ) x sin(kpx)dx
T fo Uo wL X T — wo)sin(knx)d:c

z(w’Lx(—l)"+1 N wo—i-ljo(ac))

3 ] Fn

k2 Fn

Maintenant nous pouvons développer u, (t) = e 5% (A, + [/ e¥inet x O, (t)dt)

—k2 a n t a
<:>un<t):e Fn Xt(L(lkg5><(_1) - 15+f Knat m)
o~ (BT 20t g gp(—1yntt 16L2 16L2
& un(t) = @ntn ( Gnrr 0 ((2n+1)7r)2a) + ((2n+1)7r)3a)
Pour rappel S(x,t)=u,(t) x X,(x)
Glp t) = S (T 2ar 19 4 (—1yntt 6 16L2 16L2 (2n+1)
(33', ) - Zn:l (2n+1)m ( @n+)mr Y ((2n+1)7r)2a) + ((2n+1)7r)3a) x SZTL( I’)
Maintenant que nous avons trouvé S(x,t) nous allons pouvoir déterminer V(x,t) puis
u(x,t) :
Pour rappel S(x,t)=v(x,t) — e(z,t)< v(x,t) = S(z, t) + e(z, 1)
o o~ (FEHTZat 19 41yt 1612 1612 o (2Rt D)7
U(.ﬁl?,t) = Zn:l (2n+1)w ( (2n+1)7 -6 - ((2n+1)7r)2a) + ((2n+1)7r)3a) X SZ?’L( 2L [L’) +
e(wh, X &+ wy — we)
Avec v(x,t), nous pouvons obtenir u(x,t)=e’*v(z,t), avec 8 = —c
Cetremoo o (T2t g9 4r(_q)ynt1 16L2 16L2 o (2nt )T
u(x, t) =€ t[anl @n+1)7 ( @n+l)r 6~ (2n+1)7r)2a> + ((2n+l)7r)3a> X SZH(T:C)] +
e~ e (wl, X @ + wo — we)]
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Chapitre 3

Etude expérimental

Expérience

L’expérience, faite par les groupes passés, consiste a étudier la conduction thermique a
travers une barre de métal. Ainsi, les composants pour faire cette expérience sont une barre
de cuivre de 15.4 cm de longueur, 8 capteurs que nous disposerons de maniere équidistante
sur la barre (séparés par 2.2 cm de distance), un générateur branché sur un circuit qui permet
de chauffer la barre a flux constant et un systeme de refroidissement a eau disposé a ’autre
bout de la barre de cuivre afin de garder I'une des extrémités a température constante. Enfin,
un ordinateur est branché aux capteurs afin de récolter les informations de température
nécessaires a 1’élaboration des courbes.

On place sur la barre de cuivre 8 capteurs qui vont nous permettre de relever ces diffé-
rentes températures aux positions suivantes :

N

- Le capteur 1 se trouve a x = 0mm

N

- Le capteur 2 se trouve a x = 22mm

N

- Le capteur 3 se trouve a x = 44mm

- Le capteur 4 se trouve a x = 66mm

- Le capteur 5 se trouve a x = 88mm

- Le capteur 6 se trouve a x = 110mm

- Le capteur 7 se trouve a x = 132mm

- Le capteur 8 se trouve a x = 154mm

On note les différentes températures a chaque capteur a l'état stationnaire dans un ta-

bleur et on calcule les erreurs entre le résultat théorique et expérimental :

Resultats experience :
Temperature (%)
Temps (s) Capteur 1 Capteur 2 Capteur 3 Capteur 4 Capteur 5 Capteur 6 Capteur 7 Capteur 8
799 50,5 51.2 46,3 42 38,7 34,6 30.5 27.2

Résultats Maple (théorie) :
Tempeérature (%)

Temps () Capteur 1 Capteur 2 Capteur 3 Capteur 4 Capteur 5 Capteur 6 Capteur 7 Capteur 8
800 50,5 49,8 48,3 42,4 3a.6 348 30,9 271
Erreurs : 0,00 % 2,81 % 0,00 % 0,94 % 0,26 % 0,57 % 1.29% 0,37 %

Comparaison des résultats de 1’expérience aux résultats Maple pour le cas stationnaire
On remarque que le taux d’erreur est généralement tres faible puisqu’aux premier et troi-
sieme capteurs, ’erreur est de 0 %. Aux quatriéme, cinquieéme, sixieme et huitieme, 'erreur

STPI/P6/2018 - 11
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reste inférieure a 1% ce qui homogénéise encore la comparaison entre ces deux résultats.

Cependant, au capteur 7, 'erreur dépasse 1% ce qui peut étre expliqué par une erreur
aléatoire, expérimentale car 1'expérience dispose d’un facteur aléatoire contrairement a la
théorie. Au capteur 2, c’est 1a que 'erreur est la plus élevée puisqu’elle dépasse les 2%.
On peut expliquer ce phénomene par le fait que, contrairement a la théorie ot la résistance
chauffant la barre devait étre placée au capteur 1, celle-ci ait été placée au capteur 2 d’ot1 une
température plus élevée a cette emplacement qu'aux capteurs 1 et 3. On pourrait penser que
la température aux capteurs 1 et 3 seraient les mémes mais il faut prendre en compte 1"uti-
lisation d’un systéme de refroidissement placé a 1'extrémité droite (c’est a dire juste apres
le capteur 8) qui entraine donc un refroidissement plus rapide du c6té du capteur 3 que du
capteur 1 d’ot1 une température plus élevée relevée a ce dernier.

On note les différentes températures a chaque capteur a I’état évolutif dans un tableur et
on calcule les erreurs entre le résultat théorique et expérimental :

Resultats experience :
Température (%)

Temps (s) Capteur 1 Capteur 2 Capteur 3 Capteur 4 Capteur 5 Capteur & Capteur 7 Capteur 8
100 35 35.4 32,2 29,8 28,6 27,3 26.5 25,9
200 41,3 41,7 377 34,6 32,5 30,1 279 26,2
500 48,4 49,2 44,6 40,4 37,2 337 29,9 26,8

Resultats Maple (theorie) :
Tempeérature (%)

Temps (5) Capteur 1 Capteur 2 Capteur 3 Capteur 4 Capteur 5 Capteur & Capteur 7 Capteur 8
100 43.6 43.15 40.1 38,15 34.4 31.85 29,5 27.1
200 48.5 47.75 445 41 37.45 33,9 30,5 27.1
500 50.4 49.75 46.1 425 38.6 34,85 31 27.1
Erreurs : 19,72 4 17.96 % 19,70 % 21,89 % 16,86 % 14,29 % 10,17 % 4,43 %
14,85 % 12,67 % 15,28 % 15,61 % 13,22 % 11,21 % 8.52 % 3.32 %
3,97 % 111 % 3.25 % 4,94 % 3,63 % 3,30 % 3,55 % 111%

Comparaison des résultats de 1’'expérience aux résultats Maple pour le cas évolution.
On remarque que, généralement, le taux d’erreur est non négligeable ce qui peut étre dii
au fait que les résultats expérimentaux different la majeure partie du temps des résultats
théoriques, la pratique n’est quasiment jamais aussi parfaite que la théorie. Cependant, on
peut voir qu’au cours du temps les résultats entre I’expérience et le fichier Maple s’homogé-
néisent de plus en plus puisqu’a t = 100s, I’erreur est en moyenne de 15.63% alors qu'a t =
200s, elle est en moyenne de 11.84% et a t = 500s, elle est de 3.11%.

Toutes les températures relevées de I'expérience pour les moments temporelles t = 100,
200 et 500s sont différentes de celles du fichier théorique Maple pour les mémes moments.
Mais l'erreur la plus notable provient du dernier capteur puisque la température a celui-ci
devait, en théorie, retomber constamment a la température ambiante soit 27.1°. Pourtant,
on remarque que, lors de 1’'expérience, la température retombe aux alentours de 27.1°(taux
d’erreur inférieur a 5) sans jamais atteindre parfaitement cette température jusqu’a t = 700s
environ. On a pu voir précédemment qu’a t = 799s (soit 1’état stationnaire), le dernier capteur
retombe bien a 27.1°(la température ambiante) donc lorsqu’on atteint t = 700s, le température
au dernier capteur est relevée a 27.1°car la période d’évolution laisse peu a peu place a la
période de stationnarité durant laquelle, comme on a pu le remarquer antérieurement, les
résultats expérimentaux sont tres proches des résultats théoriques.
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Etude des fichier Maple

Etude de la solution avec terme conducto-convectif et second membre gaus-
sien dans le cas stationnaire

On a étudié cette solution a 1’aide du logiciel Maple en réalisant plusieurs étapes :

— On définit d’abord nos variables et diverses constantes comme “a” le coefficient de
diffusion et “c” le coefficient dans le terme de convection par exemple.

— Ensuite, on réécrit clairement notre équation différentielle en remplagant les différents
coefficients calculés précédemment.

— On énonce les conditions initiales sur lesquelles nous allons nous baser pour nos cal-
culs : ici, y(0) = 27.1°C soit la température ambiante et D(y)(0.154) = 1.55.

— Puis on résout I'équation différentielle en prenant en compte ces conditions initiales
et en mettant finalement cette équation sous forme y(x).

— On vérifie la cohérence de nos résultats a I’aide d’'une commande sur Maple.

— On trace la courbe avec en abscisse les différentes positions des capteurs sur la barre
et en ordonnée y(x).

— A la suite de ¢a, on transforme la solution analytique en solution numérique.

— On affiche cette fois la méme courbe qu’auparavant mais en utilisant en ordonnée la
solution numérique.

=0

<5

35

=0

(] 0.0 o.10 015
x

— Enfin, on évalue la température a chacun des 7 capteurs (sans le capteur 1) lorsqu’on
atteint 1’état de stationnarité.

STPI/P6/2018 - 11
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="
30.9365453115559
34 7734217238239
38.6106703012636
42 4433321123499
46 2863229106594
49 Ta50741625459
S50 4950225911831

Etude de la solution avec terme conducto-convectif et second membre gaus-
sien dans le cas évolutif :

— En plus des coefficients que 1'on a pu évaluer lors du cas stationnaire et des condi-
tions initiales sélectionnées, on définit aussi les membres qui vont nous permettre
de diviser 1’équation différentielle pour pouvoir la résoudre, par exemple ici : Cn et
An sont des équations a résoudre car appartenants a la solution finale de 1’équation
différentielle.

— On détermine, a 1'aide d’'une somme de terme, la solution pour différents moments
temporelles (les Sn).

— On calcule, a la suite de ¢a, la solution de I’équation pour le cas stationnaire mais
en prenant en compte cette fois tous les calculs pour le cas évolutif qu'on a pu faire
jusqu’a présent.

— On trace la courbe avec en abscisse les différentes positions des capteurs sur la barre
et en ordonnée les solutions de 1’'équation S1 (pour t = 100s), S2 (t = 200s), S3 (t = 400s),
S4 (t = 500s) et la solution trouvée pour le cas stationnaire U.
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n 0.05 0.10 0.15
x

— On représente la marge d’évolution des solutions a 1’aide d’'une commande dans
Maple et on évalue les températures finales a I’état stationnaire a chaque capteur qui
s’averent étre plus ou moins égales aux températures trouvées dans le fichier concer-
nant la solution pour le cas stationnaire que nous avons évoqué précédemment).

evelf (subs (s = 5000, x = 0.154, 54) ); evalf (subs( x=0.154, U7} );
5042967763 — 2.531479163 10'9 I
50.49502280
vl (sube(s = 50000, x = 0.132, 54) ); evadf (subs( x=10.132, U ),
4872243392 — Z2.696504472 ID'g I
49775507451
evalf (subs(5 = 35000, x =0.11, 54) ); evalf (subs( x =011, T7) ),
46.23209726 — 2.246698352 IU'g I
46.28632331
evalf (subs(s = 50000, x = 0.083, 54) ); evadf (subs( x=0.083, U ),
4240360950 — 1718907964 ID'g I
4244833220
avelf (subs (s = 500.0, x = 0.066, 54) ), evalf (subs( x=0.066, U7 ),
33.57634607 — 1482437923 107 1
38.61067022
evalf (subs (s = 50000, x = 0.044, 54) ); evadf (subs( x=0.044, U7} ),
7475119638 — 9.739645206 10710 1
347542173
evalf (subs(s = 5000, x = 0.022, 54) ), evalf (subs{ x=0.022, U1 ),
3092570339 — 7.749500411 10720 1
3093654543
evelf (subs(s = 5000, x =10, 54)); evalf (subs{ x=0, U7));
27.10000001 — 0.1
27.09939978
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Conclusion

Pour conclure, nous avons choisi un projet qui suscitait notre intérét, chaque personne a
fait son mieux pour résoudre les probléemes différents. Nous avons expliqué nos objectifs au
début de rapport.

Ce projet nous a permis de combiner le phénoméene commun dans la vie avec les théo-
ries mathématiques et physiques, ce qui nous donne une meilleure compréhension. Ce projet
n’était pas simple a appréhender, un grand travail était demandé, il nous a fallu quelques se-
maines pour comprendre les rapports des années précédentes, les principes et les équations
qui étaient compliqués. Mais grace aux pré-spécialisations différentes que nous avons choisi
(ASI, GM, MECA, EP,GC), nous avions toujours de nouvelles idées quand nous étudions les
équations.

Pendant cette étude, nous avons étudié par nous-méme beaucoup de connaissances que
nous n’avions pas vues en classe, par exemple, la loi de Fourier, I’équation de la diffu-
sion thermique, etc. Nous avons consulté beaucoup de données sur internet et surmonté
le manque de précision du langage de programmation. Nous avancions pas a pas, et par le
méme temps, nous avons été initiés a différentes méthodes d’approximation de la solution
d’une équation différentielle du deuxieme ordre a 1’aide de notre professeur. De plus, nous
avons appris a rédiger un rapport en LaTeX.

Apres la réussite de ce projet, notre capacité d’apprentissage a été améliorée, notre hori-
zon a été élargi et notre intérét a été développé, nous avons accumulé des expériences pour
les recherches prochaines, ce qui est aussi bon pour les potentielles études a venir.
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