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1. INTRODUCTION  

En deuxième année a l'Insa de Rouen, il nous est demandé de travailler, par groupe 
de deux à six personnes, durant un semestre, sur un projet physique.  Les sujets nous ont 
été proposés sur la plate-forme moodle et nous avons alors établit une liste des cinq sujets 
qui nous interpellaient le plus. Ensuite un logiciel informatique a attribué les sujets de façon à 
ce que le plus de monde obtienne un sujet parmi les cinq. C'est pourquoi nous travaillons sur 
la conduction thermique. La répartition du travail  et  le planning sont laissés à notre libre 
arbitre.  Cependant  le  projet  est  tout  de même surveillé.  En effet,  chaque semaine nous 
voyons notre professeur encadrant M.Gleyse.

La  conduction  thermique  se  définit  comme  « le  mode  de  transfert  de  chaleur 
provoqué par une différence de température entre deux régions d'un même milieu ou entre 
deux milieux en contact sans déplacement appréciable de matière. »  Ainsi la conduction 
thermique  étant  un  vaste  sujet,  nous  nous  sommes  particulièrement  intéressés  à  la 
conduction de la chaleur dans une barre de métallique. Il faut établir l'équation de la chaleur, 
puis la résoudre. Il y a différentes méthodes de résolution, on utilisera les méthodes explicite 
et implicite ainsi que celle de Crank-Nicholson.

Des versions semblables à ce sujet avaient été faites les années précédentes, nous 
nous  sommes  donc  attachés  à  prolonger  et  améliorer  le  travail  de  nos  prédécesseurs. 
L'implémentation de la méthode implicite n'étant pas terminée, nous avons donc décidé de 
reprendre  tout  le  programme  informatique  la  concernant,  de  façon  à  en  créer  un  qui 
fonctionne correctement. D'autre part, il est aussi prévu d'améliorer ce programme pour qu'il 
soit plus agréable d'utilisation et qu'il y est moins de calculs à faire de la part de l'utilisateur. 
De plus, nous allons utiliser le logiciel Maple pour obtenir des résultats d'une façon différente 
de ce qui a été fait auparavant.

Le projet nous permettra, d'une part, d'apprendre à travailler sur une longue période 
et donc à gérer la notion de délai. D'autre part, il nous faudra aussi travailler en groupe et 
donc se répartir équitablement les tâches et tout cela, pour la première fois dans le domaine 
de la physique. De plus, la composition des groupes étant assez aléatoire, nous ne nous 
connaissions pas avant de faire ce projet ensemble, ce sera donc l'occasion d'apprendre à 
travailler  avec  des  inconnus  comme  ce  sera  probablement  le  cas  dans  notre  carrière 
professionnelle.
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2. MÉTHODOLOGIE / ORGANISATION DU TRAVAIL  

Durant  les premières semaines,  nous nous somme attachés à cerner  le  sujet  en 
effectuant par exemple des recherches sur internet et en lisant et comprenant bien ce qui 
avait été fait auparavant. Cela nous a pris un certain temps.
Nous avons ensuite repris entièrement une partie de ce qui avait été fait auparavant. 

Ensuite, nous avons surtout effectué notre travail en fonction de nos thématiques, et 
donc de nos préférences personnelles. Ainsi Bastien a surtout travaillé sur les programmes 
informatiques, Yixue sur Maple puisque, faisant M10, elle a connaissance de son utilisation 
et en parallèle, Aurélie s'est occupée de la partie théorique .
Aussi, on peut dire que nous nous complétions bien.

Pour bien visualiser le travail effectué par chacun, nous avons établi le tableau ci-contre :

Tâches à effectuer Membre en charge Semaine      Domaine

Familiarisation du 
sujet 

Tout le groupe 1 à 6

Établissement de 
l'équation de la 

chaleur

Aurélie L-N 7 Physique

Résolution de 
l'équation sans 

source de chaleur

Aurélie L-N 8 Mathématique

Méthode explicite en 
1D

Aurélie L-N 9 Mathématique

Méthode implicite en 
1D

Aurélie L-N 10 et 11 Mathématique

Modélisation 
informatique de 
l'équation sans 

source de chaleur

Yixue D 11 Informatique

Méthode implicite 
sous Maple 

Yixue D 12 et 13 Informatique

Programmes Pascal Bastien R 8 à 11 Informatique

Rapport écrit Aurélie L-N

(aidée par Bastien R)

8 à 14

Préparation de l'oral Tout le groupe 14 et 15

Diaporama pour l'oral Tout le groupe 15
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3.  TRAVAIL RÉALISÉ ET RÉSULTATS  

3.1. Établissement de l'équation de la chaleur

D'après le théorème de Fourier, on sait que :

 

De plus,                               Production = Échange +Stockage 

En intégrant :

Grâce au théorème de Green-Ostrogradsky :

Donc :

En remplaçant :

φ⃗ th=−kTr
⃗grad (T )

q M = thc
∂T
∂ t

∭
V

q M d 3V =∬
S

 th d²S∭
V

c
∂T
∂ t

d3V

q M =divergence  th c
∂T
∂ t

∭
V

q M d 3V =∭
V

divergence   thd
3V ∭

V

c
∂T
∂ t

d 3V

q M =divergence −k Tr
grad T c

∂T
∂ t

q (M )=−kTr ΔT +ρ c
∂T
∂ t

Avecρla masse volumique du milieu ,
c la capacitécalorifique massique du milieu

Avec φ⃗thdensité de flux de chaleur
et k Tr la conductivité thermique du milieu
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3.2. Résolution de l'équation de la chaleur

3.2.1. Cas 1D sans source de chaleur 

 

Procédons par séparation des variables :

∂w
∂ t

v ( x)=−k
∂ ² v
∂ x ²

w (t)

−1
k

∂w
∂ t

1
w (t)

=
∂ ² v
∂ x ²

1
v ( x)

=C avecC=constante≠0  

Les dérivées partielles deviennent des dérivés totales puisqu'on a une seule variable, on doit 
donc résoudre les deux équations différentielles :

Résolvons d'abord :

• C=0  ⇒ v (x)est de la forme ax+b

Ce qui est impossible.

T (x ,t )=v ( x)w (t)

∂ ²T
∂ x²

=
∂ ² v
∂ x ²

w( t)

∂T
∂ t

=
∂w
∂ t

v (x)

0=−k
∂ ²T
∂ x²

+
∂T
∂ t

T (0, t)=0

T (x ,0)= f (x )

Ck+
∂w
∂ t

1
w(t )

=0

∂ ² v
∂ x ²

=C v (x)⇔
∂ ² v
∂ x ²

−C v (x )=0

d ² v
d x ²

−C v ( x)=0

T (0, t)=v (0)w (t )=0 → v (0)=0=a∗0+b ⇒ b=0
T (L , t)=v (L)w( t)=0 → v (L)=0=a∗L+b=a∗L=0 ⇒ a=0

∂ ² v
∂ x ²

=0

⇒ v (x)=0 quelque soit x

T (L , t)=0

d ² v
d x ²

−C v ( x)=0

Ck+
d w
d t

1
w (t)

=0
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• C>0 v ( x)est de la forme Ae√Cx+Be−√Cx

⇒B (1−e−2√CL)=0 C et L différentsde 0 ⇒ B=0 et donc A=0aussi
⇒ v (x)=0 quelque soit x

Ce qui est impossible.

• C<0 v ( x)est de la forme Acos (√C x)+Bsin (√C x)

v (0)=0=A

v ( L)=0=Bsin (√C L)

⇒B=0 mais B≠0 donc√C L=π n ⇒ √C=
nπ

L

Résolvons maintenant : 

Ceci n'est possible que si et seulement si :

wn(t)=Dn e
−Ckt

On pose N =
nπ

L

T g( x ,0)=∑
n=1

∞

T n(x ,0)=∑
n=1

∞

En sin(
nπ

L
x )= f (x )

T g( x , t)=∑
n=1

∞

T n(x ,t )=∑
n=1

∞

En sin(
n π

L
x )e

−(
nπ
L

) ²kt

T n( x , t)=E nsin (
nπ

L
x)e

−(
nπ
L

)²kt

Enutilisant la condition initiale : f ( x)=x si 0<x<π et f (x )=π−x si π
2

<x<π

Ck+
d w
d t

1
w (t)

=0 w (t)est de la forme De−α t
+E

∂w
∂ t

=−αDe−α t

−αDe−α t=Ck (De−α t+E)
De−α t(−α+Ck )=Ck E

⇒E n=
1
L
∫
−L

L

sin (
nπ
L

x) f (x)dx=
2
L
∫

0

L

sin(
nπ
L

x) f (x )dx

⇒ vn(x )=Bn sin (
nπ

L
x)

T n( x , t)=Dn e
−Ck t Bn sin(√C x )

On pose E n=DnBn

v (L)=0=Ae√CL+Be−√CL=A+Be−2 √CL
v (0)=0=A+B

α=Ck et E=0

9



 

Avec k=1 pour simplifier , cela nous donne pour n de 1 à 13:

En=
2
L

[∫
0

 / 2

xsin Nxdx∫
 / 2



− xsin Nx dx ]

En=
2
L

[ [
−xcos Nx 

N
]
0

 / 2

∫
0

/ 2

cos
Nx

N
dx ∫

/2



sin Nxdx−∫
 / 2



x sinNx dx ]

...

En=
2
L

2sin N


2


N²

E2p=0

E2p1=
2


2sin 2p1

2



2p1 ²
≠0

T g x , t =
2


∑
n=1

∞

2sinn


2


n²
sin n x e−n² kt

En prenant L= :

En=
2


2sin n


2


n²

Courbes  représentant  la  température  en  fonction  de  x.  Les  
différentes courbes  représentent la somme S mais avec des  
valeurs de t différentes. On a t={0; 0.1; 0.2; 1.0; 2.0; 3.0}
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3.2.2. Cas 1D avec source de chaleur

Lorsqu'on se limite à une dimension, c'est à dire à un simple segment, on a :

q(M)=q(x,t) et 

Ainsi notre équation de la chaleur devient :

On pose :

Finalement, on obtient : 

f (x ,t )=−k
∂ ²T
∂ x²

+
∂T
∂ t

Différentes méthodes de résolution sont à notre disposition : on peut par exemple choisir la 
méthode du θ schéma.

Avec :

Rappelons que la solution exacte est : 

On prendra les conditions initiales :

T x
0
=x (1− x) ² et T 0

p
=0

Et pour conditions aux limites : 

dans le cas explicite

     dans le cas implicite

A) Méthode explicite 

En limitant le développement à l'ordre 1, on peut  donc exprimer la dérivée première de deux 
façons: 

∂T n
p

∂ x
=
T n+1

p
−T n

p

Δ x

∂T n
p

∂ t
=
T n

p+1
−T n

p

Δ t

f (x ,t )=−k
∂ ²T n

p

∂ x²
+

∂T n
p

∂ t

ΔT=
∂ ²T
∂ x²

q (x , t)=−k Tr
∂ ²T
∂ x²

+ρ c
∂T
∂ t

k=
−k Tr

ρ c
f (x ,t)=

q( x , t)
ρ c

T n
p
=0

T n
p
=T n−1

p

f (x ,t )=
T n

p+1
−T n

p

Δ t
−θk

T n+1
p+1

−2Tn
p+1

+T n−1
p+1

Δ x²
+(1−θ)k

T n+1
p

−2Tn
p
+T n−1

p

Δ x²
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On veut T n+1
p

Ainsi l'équation explicite est :

En observant bien l'écriture précédente, on constate que l'on peut donc calculer directement  
la  température  en  n'importe  quel  nœud  i  à  l'instant  (n+1)Δt  à  partir  des  valeurs  des 
températures des nœuds voisins à l 'instant précédent nΔt. Comme la condition initiale est 
connue, on peut commencer par calculer le champ de température à l'instant Δt puis avancer 
ainsi dans le temps par pas de temps. 

Ce schéma est explicite et soumis au critère de stabilité :

On dit que le schéma est conditionnellement stable.

B) Méthode implicite 

∂T n
p

∂ x
=
T n

p
−T n−1

p

Δ x

∂T n
p

∂ x
=
T n+1

p
−T n−1

p

2Δ x

∂ ²T n
p

∂ x²
=
T n+1

p
−2Tn

p
+T n−1

p

Δ x²

T n+1
p

=[ f ( xn , t p)+
T n

p

Δ t
+k (

T n+1
p

−2Tn
p
+T n−1

p

Δ x²
)] Δ t

∂ ²T n+1
p

∂ x²
=
T n+1

p+1
−2Tn

p+1
+T n−1

p+1

Δ x²

f (xn , t p+1)=−k
T n+1

p+1
−2Tn

p+1
+T n−1

p+1

Δ x²
+
T n

p+1
−T n

p

Δ t

f (xn , t p+1)+
T n

p

Δ t
=

−k
Δ x²

(T n+1
p+1

+T n−1
p+1

)+T n
p+1

(
1

Δ t
+

2k
Δ x²

)

f (xn , t p+1)+
T n

p

Δ t
=

1
Δ t

+
2k

Δ x²
−k
Δ x²

0 ∗

T n
p+1

T n+1
p+1

T n−1
p+1

f (xn , t p)=−k
T n+1

p
−2Tn

p
+T n−1

p

Δ x²
+
T n

p+1
−T n

p

Δ t

k
Δ t
Δ x²

≤0,5
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B =          A U    

On cherche à décomposer grâce à la méthode de Cholesky la matrice A, pour utiliser cette 
méthode il faut que la matrice soit symétrique et définie positive.

A est toujours symétrique.

Reste à savoir  si  notre matrice est  définie positive,  pour cela il  faut  vérifier  que chaque 
déterminant, du plus petit au grand carré, soit positif. C'est souvent le cas, et en effet si on 
calcule  le  déterminant  des  deux  premiers  carrés,  on  voit  bien  qu'il  est  positif,  on  peut 
supposer qu'il l'est donc souvent.

On peut donc utiliser la méthode de Cholesky pour résoudre notre système. Ainsi,  on va 
procéder comme suit : 

Prenons l'exemple simple de la matrice 3*3 :

Posons : K=
1

Δ t
+

2k
Δ x²

Ce qui nous donne sous forme LL^t :

On cherche donc Y tel que LY=B

1
Δ t

+
2k

Δ x²
−k
Δ x²

0

−k
Δ x²

1
Δ t

+
2k

Δ x²
−k
Δ x²

0
−k
Δ x²

1
Δ t

+
k

Δ x²

f ( x1, t p+1)+
T 1

p

Δ t

f ( x2, t p+1)+
T 2

p

Δ t
...

f (xn−1 ,t p+1)+
T n−1

p

Δ t

=

1
Δ t

+
2k

Δ x²
−k
Δ x²

0

−k
Δ x²

1
Δ t

+
2k

Δ x²
−k
Δ x²

... ... ...

0
−k
Δ x²

1
Δ t

+
k

Δ x²

∗

T 1
p+1

T 2
p+1

...
T n−1

p+1

L=

√K 0 0
G

√K
√K²−G²

K
0

0
G√K

√K²−G² √H−
KG²

K²−G²

G=
−k
Δ x²

H=
1

Δ t
+

k
Δ x²

AU=B
L LtU=B
LY =B
LtU=Y
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Puis on sait que L^t U =Y

Enfin on voit bien que ces systèmes même s'ils amènent beaucoup de racines carrées ne 
sont pas compliqué à résoudre, il suffit de substituer par le précédent à chaque fois, ainsi on 
peut facilement les généraliser au rang n. Cependant, il est très long de faire ces calculs à la 
main, c'est pourquoi on utilise des logiciels et que l'on cherche notamment à en créer un.

Cette  méthode  est  certes  plus  complexe  que  la  méthode  explicite  mais  elle  est 
inconditionnellement stable.

√K 0 0
G

√K
√K²−G²

K
0

0
G√K

√K²−G² √H−
KG²

K²−G²

∗
Y 1

Y 2

Y 3

=

f (x1, t p+1)+
T 1

p

Δ t

f (x2, t p+1)+
T 2

p

Δ t

f (x3 ,t p+1)+
T 3

p

Δ t

Y 1=

f (x1, t p+1)+
T 1

p

Δ t
√K

Y 2=[ f (x2, t p+1)+
T 2

p

Δ t
−Y 1∗ f (x1, t p+1)+

T 1
p

Δ t
]∗

K
√K²−G²

√K
G

√K
0

0 √K²−G²
K

G √K
√K²−G²

0 0 √H−
KG²

K²−G²

∗

T 1
p+1

T 2
p+1

T 3
p+1

=

Y 1

Y 2

Y 3

T 3
p+1

=
Y 3

√H−
KG²

K²−G²

=

[ f ( x3 , t p+1)+
T 3

p

Δ t
−Y 2∗

G√K
√K²−G²

]

H−
KG²

K²−G²

T 2
p1

=[Y 2−T 3
p1

∗
GK

K²−G²
]∗

K
K²−G²

T 1
p+1

=[Y 1−T 2
p+1

∗
G

√K
]∗

1

√K

Y 3=[ f (x3 , t p+1)+
T 3

p

Δ t
−Y 2∗

G√K
√K²−G²

]∗
1

√H−
KG²

K²−G²

Y 2=[ f (x2, t p+1)+
T 2

p

Δ t
−

f ( x1, t p+1)+
T 1

p

Δ t
√K

∗ f (x1, t p+1)+
T 1

p

Δ t
]∗

K
√K²−G²
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3.3. Implémentation informatique 

Il est évident que la physique moderne repose sur des bases expérimentales et sur 
l'exploitation  que  l'on  fait  de  ces  expériences.  Cependant  ces  expériences  ne  sont  pas 
toujours facilement  réalisables  et  la  plupart  de  celles-ci  restent  complexes.  C'est  ici  que 
l'informatique et les mathématiques entrent en jeu. Il est en effet important de nos jours de 
modéliser l’expérience à effectuer, avant de la mettre en pratique. C'est exactement le but 
poursuivi  par  ce  projet,  étant  donné  qu'il  ne  nous  était  malheureusement  pas  possible 
d'effectuer l’expérience .

De plus, comme vu plus haut, il serait possible de résoudre notre méthode implicite à 
la  main  mais  ce  serait  très  long  et  facilement  source d'erreurs,  c'est  pourquoi  créer  un 
programme qui  illustrerait  cette méthode est  une évidence,  la  machine ferait  ces calculs 
beaucoup plus rapidement et avec beaucoup moins d'erreurs ce qui représente un double 
avantage.

Les  résultats  mathématiques  obtenus  dans  ce  projet  et  donc  les  différents 
programmes qui en ont résultés sont implémentés en Pascal et sur Maple. En effet, Bastien 
possède des bases de Pascal et Yixue des connaissances sur Maple. 

Le programme explicite nous a été fourni. Il a suffi de modifier quelques lignes afin que nous 
puissions nous l'approprier et de l'adapter à nos volontés. Ce programme, implémenté en 
Pascal, nous donne les températures suivant le nombre de points voulus (on peut faire varier 
les pas en espace, et en temps grâce à de légères modification en tête de programme). 
Lorsqu'on  a  la  solution  exacte,  l'erreur  maximale  est  calculée  entre  cette  solution  et  la 
solution approchée. 

Pour la méthode implicite, Bastien rencontra de nombreuses difficultés dans l'implémentation 
de cette méthode en Pascal, en effet il faut que le programme puisse résoudre un système 
linéaire. Ce qui a posé des problèmes d'implémentation en utilisant la méthode de Cholesky. 

Nous nous sommes donc dirigés vers Maple, logiciel sur lequel Yixue possède de 
bonnes bases. Elle a implémenté un programme correspondant  à la résolution d'un système 
linéaire en utilisant la commande  « LinearSolve » qui a permis de résoudre les problèmes. 
Les résultats trouvés furent vite très encourageants et l'usage du Pascal pour cette méthode 
devint  obsolète.

3.3.1. Méthode implicite sous Maple 

Pour plus de facilité sur le logiciel, on pose : 

Δ x=h Δ t=τ

On a pris 4 points en espace.
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Ce qui correspond vraisemblablement au L théorique trouvé dans la partie précédente. Ainsi 
on obtient :

Résultats avec le code explicite en Pascal : U étant la solution exacte définie plus haut.

Nous  allons  maintenant  comparer  les  résultats  trouvés  avec  les  méthodes  implicite  et 
explicite mais aussi avec la solution exacte.
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A t=0 : 

A t=4/16 : 

x t U
m s °C °C °C

0,25 0 0,1406 0,1406 0,140625
0,5 0 0,125 0,125 0,125
0,75 0 0,04688 0,046875 0,046875

Texpli Timpli

x t U
m s °C °C °C

0,25 0,25 0,1245 0,1355 0,09140625
0,5 0,25 0,1097 0,1276 0,0625
0,75 0,25 0,0689 0,046875 0,01640625

Texpli Timpli
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La comparaison des résultats des deux programmes, implicites et explicites, nous montre 
des résultats proches, malgré un différence de l'ordre de 10^-1. Normalement on devrait se 
rendre compte,  en regardant  les deux méthodes et  les résultats  exacts  que la  méthode 
implicite est plus proche de la solution exacte. Ce n'est pas franchement le cas ici, il faudrait 
tracer plus de courbes  avec des valeurs de t différentes pour bien se rendre compte si 
effectivement la méthode explicite est plus proche partout.

Toutefois, les résultats obtenus sont tout de même cohérents et pour conclure on 
peut dire que les programmes qui ont découlés de notre projet valident vraisemblablement 
nos raisonnements mathématiques. 

3.3.2. Méthode de Crank-Nicholson

 f (x ,t )=
T n

p+1
−T n

p

Δ t
−0,5k

T n+1
p+1

−2Tn
p+1

+T n−1
p+1

Δ x²
+0,5k

T n+1
p

−2Tn
p
+T n−1

p

Δ x²

Cette méthode est inconditionnellement stable et conjugue les deux méthodes : implicite et 
explicite.

Avec la condition initiale :

Courbes représentant la température en fonction de x, chaque  
courbe étant à un t fixé (pas de temps : 0 ,04)
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4. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES  

Nous avons d'abord passé beaucoup de temps à comprendre le sujet et ce qu'on 
attendait  de  nous.  Ensuite,  après  avoir  longuement  regardé  les  rapports  des  années 
précédentes et bien assimiler le sujet, nous avons repris ce travail et étudié les programmes 
informatique fournis puis les avons développés. 
Ainsi nous avons étudié les méthodes implicite et explicite, utilisé un code explicite pour faire 
des simulations et développé un programme informatique sous Maple pour les méthodes 
implicite  et  de  Crank-Nicholson.  Enfin,  nous  avons  donc  pu  comparer  les  résultats  des 
méthodes puis  conclu que nos approximations  étaient  valables.  En effet,  le pourcentage 
d'erreur est faible.

Ce projet nous a permis de travailler sur Maple, d'utiliser des méthodes de résolution 
de systèmes linéaires. Il était intéressant de travailler sur différentes matières et de les lier. 
De plus,  comme nous nous complétions dans nos matières de prédilection,  le travail  de 
groupe a  bien fonctionné puisque  nous avions  besoin  les  uns des autres.  En effet,  l'un 
n'aurait  pas  pu faire  un programme,  l'autre travailler  sur  Maple  ou résoudre le  système 
linéaire  « à  la  main » ...Ce  fût  donc  un  enrichissement  multiple,  de  la  part  du  projet 
évidemment,  nous  avons  appris  quantités  de  choses  à  tous  les  niveaux :  physiques, 
mathématiques et informatiques. Et cela a permis à deux d'entre nous de découvrir Maple et 
de nous laisser entrevoir les multiples possibilités calculatoires de ce logiciel voire de nous 
donner envie d'apprendre à l'utiliser.  L'enrichissement fût aussi social. En effet, au début, 
nous ne nous connaissions pas puis finalement en dépit de cela, l'entente entre nous a été 
parfaite. 

 Enfin, pour l'avenir de ce projet, on peut envisager de créer un programme en 2D ou 
on  pourrait  aussi  traiter  la  méthode  implicite  d'une  autre  manière  et  ainsi  créer  un 
programme complet sur Pascal. Celui-ci permettrait de modifier les conditions initiales et aux 
limites ainsi que le terme source et nous sortirait la température aux points considérés. Il 
serait aussi très intéressant de confronter ces résultats informatiques avec une manipulation 
pratique.
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6. ANNEXES     

6.1. Listings des programmes réalisés

Implémentation sous Maple :

• Cas sans source de chaleur

• Méthode implicite

• Méthode de Crank-Nicholson

Implémentation en Pascal : 

• Méthode explicite

• Résolution de Cholesky

Ces programmes se trouvent dans les fichiers joints au rapport. (sauf « Cas sans source de 
chaleur » ci-dessous)

6.2. Programme Maple ; cas sans source de chaleur :
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