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Organisation du travail

L’enseignement de P6 s’est déroulé sur un créneau de 1h30 le mardi matin
de 8h00 & 9h30 avec notre professeur.

Les deux premiéres semaines ont été consacré & une documentation générale
sur le principe de moindre action. Nous avons ainsi pu découvrir les grandes
lignes du principe de moindre action.

Par la suite, le travail était organisé de la maniére suivante : d’'une semaine
I’autre, Mr Duval donnait & un groupe un sujet sur lequel il devait se documen-
ter. La semaine suivante, ce groupe devait alors faire un exposé sur le sujet en
question. Les autres groupes devaient étre attentifs pour comprendre le raison-
nement mis en place. En effet, Mr Duval pouvait décider de nous évaluer sur un
point particulier.

Nous avons commencé & rédiger ce rapport en mai. En effet, il a fallu organiser
toutes les notions vues en classe.
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Introduction

L’optimisation est une notion omniprésente dans notre vie quotidienne. On
cherche & acquérir le maximum (de biens, de connaissances, etc.) en dépensant
le minimum (de temps, d’énergie, etc.). Notre vie quotidienne est faite de la
recherche de ces maximums et minimums. Ces notions de maximums et de
minimums ont une place centrale en physique. Elles ont conduit & ’apparition
d’une nouvelle branche de la physique mathématique au XVlIle siécle : le calcul
des variations. Le calcul des variations est un outil fondamental en physique
ou 'on va chercher & minimiser I'action comme nous le verrons dans la suite.
Notre exposé s’articulera donc en 3 parties. Nous allons tout d’abord commencé
avec le probléme du brachistochrone puis sa résolution en utilisant ’optique
géométrique. Dans un second temps, nous verrons le principe de moindre action
et I'équation d’Euler-Lagrange. Enfin, nous finirons en appliquant ’équation
d’Euler-Lagrange sur différents exemples.



Chapitre 1

Problémes de moindre temps

Le probléme du déplacement en un minimum de temps est un probléme an-
cien. Trés tot, les Hommes ont cherché a comprendre la nature de la lumiére.
Dés le Ille siécle av. J.C, les grecs ont admis que la lumiére se propage de fa-
con rectiligne et Euclide énonga la loi de la réfléxion. Elle stipule qu'un rayon
lumineux est réflechi par une surface de telle sorte que 'angle fait par la nor-
male et le rayon incident est le méme que celui entre la normale et le rayon
réflechi. Au ler siécle ap. J.C, Héron d’Alexandrie affirme que « la lumiére suit
le chemin le plus court ». Cet énoncé est en fait ambigu. Il convient de préciser
par rapport & quoi le chemin est-il le plus court. L’énoncé exact auquel pensait
Héron d’Alexandrie est « la lumiére suit le chemin le plus court en distance ».
Ce qui est faux comme nous le verrons dans la suite. Curieusement, méme si la
lumiére a trés tot attiré 'attention, ce n’est pas d’elle qu’est venue la question
du déplacement en un minimum de temps. Le probléme qui était posé est le
suivant : c’est celui d’une bille laché d’un point A dans le champ de pesanteur
et que l'on veut faire aller en un minimum de temps en un point B, d’altitude
inférieure mais pas sur la verticale de A. Pour cela, on oblige la bille & suivre
sans frottement une trajectoire donnée. La question est de savoir quelle est cette
trajectoire qui minimise le temps de parcours.

En 1610, Galilée alors professeur a I'université de Padoue pensait avoir trouvé
la solution. Pour lui, la courbe recherchée était un arc de cercle. Galilée compara
(sirement en contruisant lui-méme les objets) le temps mis par une bille pour
aller d’un point A en un point B suivant une droite et suivant un arc de cercle.
Il en conclut ainsi que I'arc de cercle est solution du probléme. Ce qui est faux
comme nous allons le voir dans la suite. A sa décharge, Galilée était influencé par
les connaissances de son époque. En effet, les seules courbes vraiment connues a
cette époque étaient la droite, le cercle, la parabole et certaines coniques. Il faut
attendre prés d’un siécle aprés cette erreur de Galilée pour voir le probléme du
déplacement en minimum de temps résolu. Bizarrement, c’est grace a ’étude de
la lumiére que sa solution sera établie.
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1.1 Le principe de Fermat

Pierre de Fermat était un magistrat, mathématicien mais aussi physicien
francais. Il est né dans la premiére décennie du XVlIle siécle & Montauban et
mort le 12 janvier 1665 & Castres. Fermat était passionnée par les mathéma-
tiques. Il a contribué au développement du calcul infinitésimal, de la théorie des
probabilités, de la théorie des nombres et posé certains problémes qui ont mis
plusieurs siécles avant d’étre résolus ( on peut citer le grand théoréme de Fermat
par exemple). En physique, 'oeuvre de Fermat est beaucoup moins importante.
On lui doit le principe qui porte son nom.

Principe de Fermat : Le trajet parcouru par la lumiére entre deux points
est toujours celui qui optimise le temps de parcours.
Pour Fermat, il n’y a en fait qu’un seul chemin possible.
Avec cette intuition géniale, Fermat réussit a retrouver la loi de Snell-Descartes.
Démontrons ce résultat.
Soit une droite séparant deux milieux homogéne différénts. La vitesse de la lu-
miére dans le premier milieu est v; et elle vaut vy dans le second milieu. Soit
un point A situé dans le premier milieu et soit un point B situé dans le second
milieu. La question qui se pose alors est quel trajet va emprunter la lumiére
pour aller de A vers B.

D’aprés la loi de Snell-Descartes sur la réfraction, la lumiére va passer par
un point C tel que :

nysin(iy) = nasin(iz) avec nlzi, ngzi .

Retrouvons ce résultat grace au principe de fermat :

Soit t; le temps pour parcourir la distance AC , t5 le temps pour parcourir
la distance C' M.

Minimiser le temps de parcours de A vers B revient & trouver z tel que
f(z) = t1 + to soit minimum.

Or
t_AC’_\/a2+x2 tt_CB_\/bQ—i—(l—x)?
' U1 B U1 ‘ 2T V2 B V2
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Donc :

Va2 + z2 b2+ (I — x)?
fla) = gV
U1 V2
La focntion f est définie et dérivable sur son ensemble de définition [0;!], on a

donc :
T x—1

_|_
vivaZ + 22 v /b? + (I — z)?

Pour x = 0 f est négative et pour © = [ f est positive, il existe donc une
valeur z tel que f’(x) = 0, pour cette valeur, la fonction f atteint son minimum
d’aprés l'etude de signe de la dérivée, on a alors :

fiz) =

x xr—1

f@=0 = s e "
or . x . l—x
sin(iy) = o et sin(iz) = m
D’ou
ism(zl) - isin(ig) =0 = isin(il) = —sin(ia)
U1 Vg U1 V2

En multipliant par ¢, la vitesse de la lumiére dans le vide, on retouve bien :

nysin(iy) = nasin(iz)

Ainsi, Fermat retouve la loi de Snell-Descartes. Ce principe a été énoncé
de maniére quasi-philosophique. « La nature agit toujours par les voies les plus
courtes et les plus simples » comme le dit Fermat lui-méme. Ce qui peut-étre
troublant si I’on ne croit pas en Dieu. En effet, par nature on peut ici entendre
Dieu. Dieu est dans la nature. On reconnait la philosophie de Spinoza. Le prin-
cipe de Fermat implique que la nature est active, qu’elle est « consciente ».

On peut également se demander pourquoi c’est le temps qui doit étre minimisé
et non la distance par exemple. Est-ce le hasard ou la volonté d’une puissance
supérieure ? Ce sont questions qui troublérent certaines personnes comme Des-
cartes. Par ailleurs, ce principe de moindre temps posa un autre probléme philo-
sophique aux cartésiens. Ils ne pouvaient admettre que les extrémités du trajet
de la lumiére soient connues et surtout le point d’arrivée. Cela impliquait 1’exis-
tence d’une cause finale. Ce qui est en désaccord avec le principe de causalité.
Un effet ne peut précéder la cause qui 'engendre. Quoiqu’il en soit et malgré
toutes ces critiques, Fermat venait de poser les bases d’une nouvelle physique.



INSTITUT NATIONAL
DES SCIENCES
APPLIQUEES

INSA miEomAE  CITAPITRE 1. PROBLEMES DE MOINDRE TEMPS
1.2 La résolution du brachistochrone

Les travaux de Fermat donnérent des idées & Jean Bernoulli. En 1696, il
propose un probléme & la communauté scientifique : le probléme du brachisto-
chrone. Le mot brachistochrone vient du grec « brakhistos » qui signifie le plus
court et « chronos » qui signifie temps. C’est en fait le probléme qu’avait essayé
de résoudre Galilée et sur lequel il s’était trompé. Jean Bernoulli n’a pas proposé
ce probléme a la communauté scientifique de maniére anodine. La communauté
scientifique vit des querelles comme toute autre communauté. A cette époque,
une querelle opposait Leibniz( 1646-1716) & Newton (1643-1727). Les deux pré-
tendaient avoir trouvés le calcul différentiel. Newton avait di le développer pour
les besoins de sa théorie de la gravitation. Seulement, ses publications ne sont
intervenues qu’en 1713 soit 30 ans aprés celles de Leibniz. Jean Bernoulli qui
était un fervent défenseur de Leibniz posa alors le probléme du brachistochrone
pour mettre Newton au défi. Finalement, Newton trouva la solution au probléme
et Bernoulli di s’incliner en disant : « nous reconnaissons le lion par sa griffe ».
Indépendamment de Newton, Jean Bernoulli, Leibniz, Jacques Bernoulli et de
L’Hopital trouvérent la solution au probléme. Toutes ces solutions étaient diffé-
rentes. Elles s’appuyaient sur la géométrie et elles n’étaient pas généralisables.
Parmi toutes ces démonstrations, celle de Jean Bernoulli est stirement la plus
élégante. Elle s’appuie sur le principe de Fermat. Voyons comme Jean Bernoulli
a-t-il résolu le probléme du brachistochrone.

)

".,| 2] al
N ow H

I\\| V3 dx
g
D"“xh_‘__%“vn \

E

dy,

Jean Bernoulli commence par supposer que le milieu dans lequel se propage la
bille est constitué d’une infinité de couches horizontales et trés fines. La bille
est alors assimilée dans chaque couche & un rayon lumineux. D’aprés le principe
de Fermat le chemin suivi dans chaque couche est donc un segment. Notons
«; I’angle fait par notre rayon et la normale dans chaque petite bande et v; la
vitesse dans chacune de ces bandes. D’aprés la loi de Snell-Descartes, on obtient

sin(a;)  sin(az)  sin(as) sin (au,)

U1 V2 U3 Un,

Ce qui nous donne pour toute altitude y : %

Jusque-1a, Bernoulli fait uniquement appel & des notions d’optique géométrique
en omettant complétement le caractére mécanique du probléme. Mais il revient
a la mécanique pour exprimer la vitesse de la bille. A cette époque, on savait

= K, Ol Kk est une constante.
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grace a Galilée qu’un corps en chute libre uniquement soumis a la gravitation
avait pour vitesse v = 1/2gy, ou g est I'accélération de la gravitation. C’est en
fait le théoréme de 1’énergie mécanique. Bernoulli obtient ainsi ( dans la suite,
on note a (y) = a) :

Or 1 _ cos?(a)+sin?(

’ osin?(a) T sin?(a)

tan («). Donc dy—y = cot (). D’ou :
1

sin? ()

@) =14 cot?(a). Grace au schéma on voit que —z =

=1+() = y1+y*)=R

Il restait & Bernoulli de résoudre cette équation différentielle. Il est important
de noter qu’a cette époque, toutes les méthodes actuelles que nous connaissons
n’existaient pas encore. Il a donc fallu improviser. Néanmoins, les fonctions
trigonométriques étaient assez bien connues. C’est ce qui a permis & Bernoulli
de résoudre I’équation différentielle précédente. Bernoulli posa le changement

de variable sui vant : 0
—_ v
y an(2)

Il introduisit donc un angle #. N’étant pas capable de justifier ce changement de
variable, nous allons en utiliser un autre qui nous conduira au méme résultat.
Voyons tout de méme la méthode de Bernoulli. Pour déterminer y :

__ R _ 2 (0 cos(0)+1, R
y= T+y2 1+ tan? (2) = Rxcos (2> —Rx(f)—ix(coswﬂ—l)
Pour x :

/_@_ Q dy d9__§ . dfg

y_da:_tn 5) =28 " @ 2><sm(0)><dqu

i 2 in (2 2]
dx:—ﬁxl/xsm(a)d@:_ﬁx sm(i) d@:—Ex ><s1n(2)>;cos(2)
2y 2 " tan (%) 2 tan (9)
1
dz = — R cos? (g) dfd = —R (COS(Z)_F) do

En intégrant, par rapport a 6, on obtient :

x:—g X (0 +sin (6)) + K

On obtient donc les équations suivantes :

r=—8x(0+sin(0) + K
y =L x(cos(0)+1)



INSTITUT NATIONAL
DES SCIENCES
APPLIQUEES

REomAE  CHAPITRE 1. PROBLEMES DE MOINDRE TEMPS

INSA

Voyons comment il est possible de résoudre ce probléme avec un autre change-
ment de variable qui lui se justifie.
L’équation que I’on veut résoudre est : y(1 + y'?) = R. On a donc :

R
0§y=wﬁ

11 est donc naturelle de poser : y = R x sin2(g). L’avantage de cette méthode
est que l'on obtient y directement. En linéarisant sin(6), on obtient :

y=— X (1—cos(d))

| =

Déterminons maintenant x. Pour cela nous avons besoin de 3.

0 R 1 1 —sin?()
_ -2 _ 2 2 2
y = RXxsin (5) -1 Ty ' '

sin®(%) sin®(%)

On en déduit :

Or,

On obtient :

B 0 . (0 0 de . 5[0\ 1 —cos(0)
dr = tan (2> x R sin (2> cos (2> df — 0 Rsin (2> =R (2>

On en déduit :

Les équations paramétriques de cette courbe sont donc :

-

Cette courbe est une cycloide. On remarque que les équations que nous avons
obtenu avec le second changement de variable ne sont pas les mémes qu’avec le
premier. Ces équations sont en fait équivalentes. Pour passer d’une expression
a lautre, il suffit de poser le changement de variable 8 = 7 — 6.

Jean Bernoulli résout ainsi & partir de principes liés a 'optique géométrique le
probléme de la brachistochrone. Il vient sans le savoir de poser les bases d’une
nouvelle branche de la physique et des mathématiques : le calcul des variations.
Cette maniére de résoudre le probléme est tout de méme troublante. En effet, les

x (6 — sin (6))
x (1 — cos (0))

NJlVINT Y

= 1+y~° = — Y = =Y =
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objets mécaniques n’ont & priori aucun lien avec la lumiére. Pourtant en créant
ce pont entre ’optique et la mécanique, Bernoulli va donner des idées & d’autres
esprits. Ce qui conduira & ’élaboration de la mécanique quantique.

Il est aussi intéressant de noter qu’il y’a dans cette démonstration les prémices
du calcul différentiel. En effet, I'idée de stratifier le milieu de propagation en
une infinité de bande trés fine rapelle la notion de limite. Cette démonstration
est donc trés importante & plus d’un titre.

Avant de continuer cette histoire qui nous ménera directemement au principe
de moindre action, nous allons essayer d’étudier la cycloide plus en détail. Elle
posséde en effet de nombreuses propriéteés.

1.3 La cycloide

La cycloide a pour la premiére fois était étudiée par Charles Bouvelle en 1501.
Galilée I'étudia aussi en 1599. Elle n’était pas connue des Grecs mais pourtant
son nom vient du Grec. Cycloide vient de « kuklos » qui veut dire cercle, roue.
Ce nom lui a été donné par Galilée. Géométriquement, cette courbe est la courbe
décrite par un point d’un cercle de rayon R roulant sans glisser sur une droite
(D). Comme nous ’avons vu précédemment, les équations paramétriques de la
cycloide sont :

7R 27R

R(B— sin@)

R(1—cosg) @<

La cycloide { x
Yy

Calculons sa longueur. Pour cela on utilise I’abcisse curiviligne.

L= /02” ' 02+ (6)2do

2 (0 +y () = R?
cos (0)) = 4R?sin* (£). On obtient donc par parité de 4R*sin® (£) :
L=2x [ 2Rsin (%) d0 = 4R x [~2cos (%)]; = 8R.

La longueur de la cycloide est donc égale & 8 fois le rayon du cercle qui la génére.
Calculons maintenant I’aire sous une arche de cycloide. En M5, nous avons vu
que ’aire délimitée par une courbe y est :

A=3x fv (—y (@) 2" (0)+x(0)y' (8))dh, ou x () et y(#) sont les équations
paramétriques de la courbe. Appliquons ce résultat a la cycloide.

10
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—y (@) 2" (0) + 2 (0)y' (0) = R*(cos (0) — 1) x (1 —cos(0)) + R?(6 — sin (0)) x
(sin (0)) = R? (2cos () — 1 — cos? (6) + @sin (9) — sin” (0)).
On obtient donc :

27 2 2m R2

A= RZ/ (cos (0) — 1) de+7 0 sin (0) df = R2><(—27r)+7><(—277) = —37R?
0 0

En prenant la valeur absolue, on a que I’aire de la cycloide vaut 37R2.

Pour finir, la cycloide posséde une propriété remarquable. Elle est tautochrone.

Ce qui veut dire que peu importe la hauteur & partir de laquelle vous lachez

un objet, la durée qu’il mettra pour arriver en bas de la cycloide est la méme.

Démontrons ce résultat.

Il suffit de montrer que le temps de parcours ne dépend pas de la hauteur. Pour

un déplacement infinitésimal, le temps infinitésimal est donné par :

gt = \/dx? + dy?
V29y

dz =2’ (0) df = R(1 — cos (0))d6.

dy =4y () df = Rsin (9))do .

On en déduit : dz2+dy? = R*(1—2cos (§)+cos? (A)+sin? (0))dh? = 2R? (1 — cos (0)) db>.
Ce qui donne pour dt :

o VPR (A —cos(@) \/fda

B V/2gR (1 — cos (0))

En intégrant entre [0;7], on a :
R
T=\—xm
g

11



Chapitre 2

Le principe de moindre action

2.1 Le principe de moindre action

Le principe de Fermat combiné & la résolution du brachistochrone a donné
des idées & d’autres personnes et plus précisément & Maupertuis.
Avec Fermat puis avec Jean Bernoulli, le principe de moindre temps qui pa-
raissait au départ philosophique était devenu un principe mathématique. Il
semblait que toutes les considérations philosophiques et spirituelles ne soient
plus présentes. Malgré la réussite du principe de moindre temps, les cartésiens
continuérent a vivement critiquer ce principe qui pour eux était moral plus que
physique. Au XVIle siécle, la philosophie cartésienne était trés présente. La
philosophie développé par Descartes a sans aucun doute était influencé par le
contexte religieux de I’époque.
L’Eglise occupait une place trés importante dans la société. Tout ce qui n’était
pas en accord avec la Bible était faux et toute personne qui s’opposait a la
Bible était qualifiée d’hérétique. Dés 1512, le Ve concile du Latran décida dde
soumettre la parution des livres imprimés a I'autorité de I’Eglise. C’est dans ce
contexte que né Descartes. En 1600, alors qu’il n’a que 4 ans Giordano Bruno
est brilé vif pour avoir la thése héliocentrique. Tous ces événements ont for-
tement marqué Descartes. C’est pourquoi la philosophie cartésienne était pour
la séparation de la foi et de la science. Pour Descartes, on peut se passer de la
foi religieux pour accéder a la vérité. Il est important de noter que Descartes
croyait en Dieu. Seulement, pour lui spiritualité et science devaient étres indé-
pendantes.
Ceci explique donc le scepticisme des cartésiens au sujet du principe de moindre
temps qui malgré le fait qu’il avait fait ses preuves conservait tout de méme des
racines spirituelles. Par ailleurs, ’absence de théorie expliquant le comporte-
ment de la lumiére ne permettait pas de définitivement conclure sur le pirncipe
de Fermat. La théorie de la gravitation de Newton publiée en 1687 n’a pas ar-
rangée les choses. Elle ne faisait appel & aucun principe de minimisation d’une
quelconque quantité dans les phénoménes naturelles. Newton réussit méme &

12
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retrouver les lois de Kepler. Ce qui donna encore plus de force a sa théorie et
rabaissa encore plus le principe de Fermat qui semblait pour certains étre le
fruit du hasard. L’année 1715 marqua le début du siécle des Lumiéres. L’ob-
jectif étant de dépasser 'obscurantisme lié & I'Eglise notamment mais aussi de
promouvoir les connaissances de tous types. De cette envie va naitre I’'Encyclo-
pédie des Lumiéres qui permettra de vulgariser le savoir.

C’est dans ce contexte et plus précisément en 1744 que Maupertuis va définiti-
vement modifier la physique. Alors que certains comme les cartésiens voulaient
séparer foi et science, Maupertuis présente un principe totalement spirituel : le
principe de moindre action. Pour Maupertuis, lorsqu’un objet se déplace, il ne
suit ni le trajet de moindre temps, ni celui de moindre distance mais il suit le
trajet qui minimise une quantité qu’il appelle 'action. A linstar du principe
de Fermat, ce principe dit que la nature fait des économies. C’est un principe
d’économie naturelle. Voila comment Maupertuis justifie cela :

« En méditant profondément sur cette matiére, j’ai pensé que la lumiére , lors-
qu’elle passe d’un milieu dans un autre, abandonnant déja le chemin le plus
court, qui est celui de la ligne droite, pouvait bien ne pas suivre celui du temps
le plus prompt; en effet, quelle préférence devait - il y avoir ici du temps sur
Uespace ? La lumiére ne pouvant aller 4 la fois par le chemin le plus court et
par le temps le plus prompt, pourquoi irait - elle par un de ces chemins plutot
que par Uautre ? Aussi ne suit - elle auc un des deuz; elle prend une route qui
a un avantage plus réel : le chemin qu’elle tient est celui par lequel la quan-
tité d’action est la moindre. Il faut maintenant expliquer ce que j’entends par
quantité d’action. Lorsqu’un corps est porté d’un point ¢ un autre, il faut pour
cela une certaine action : cette action dépend de la vitesse qu’a le corps et de
lespace qu’il parcourt; mais elle n’est ni la vitesse ni l’espace pris séparément.
La quantité d’action est d’autant plus grande que la vitesse du corps est plus
grande, et que le chemin qu’il parcourt est plus long, elle est proportionnelle a
la somme des espaces multipliés chacun par la vitesse avec laquelle le corps les
parcourt. »

Au départ Maupertuis ne définit I’action que pour des rayons lumineux. Il la
définit de la maniére suivante :

S = ZZZUZ

Néanmoins, Maupertuis voulait aussi que son principe soit en accord avec la
théorie de Newton. C’est pourquoi il transforma l’action en la multipliant par

la masse :
i

Ce que voulait exprimer Maupertuis était en fait une sorte de somme infinie.
C’est pourquoi ’action peut aussi s’écrire :

B
S’:/ mudl
A

13
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On peut exprimer mwv avec I’énergie mécanique et potentielle. Si E est I’énergie
mécanique et V I’énergie potentielle, on a mv = y/2m (E — V). On obtient ainsi
pour l'action :

S= /B 2m (E = V)l

Revenons au principe de Fermat. La quantité qui devait étre minimisée était le

temps qui s’écrit :
B
n(x,y, z
T— / n@:.2) 4
A C

On voit qu’il y a un lien entre ces deux quantités. Ce lien sera établi par Hamil-
ton au X 1X°€ siécle et cela conduira & 1’élaboration de la mécanique quantique.
Le principe de moindre action a donc d’une certaine maniére contribué a 1’éla-
boration de la mécanique quantique.

Par la suite, Lagrange et Euler donneront ’expression suivante de l’action :

t1
S= [ (T-V)dt

to

ou T est I’énergie cinétique et V ’énergie potentielle. Le génie de ces deux ma-
thématiciens est d’avoir mis le signe moins dans I'expression de ’action.

Maupertuis qualifia son principe de « si sage, si digne de I’Etre supréme. »

En fait, Maupertuis se place dans la lignée des philosophes comme Leibniz ou
Diderot pour qui il y a une certaine perfection dans le Monde. Pour Leibniz :
« Dieu posséde dans son entendement tous les mondes possibles et concevables
mais chosit le meilleur des mondes possibles en fonction des biens et des mauz ».
Ainsi, pour décrire la physique Maupertuis fait appel a sa spiritualité.

Ce principe fait I’effet d’'une bombe dans la communauté scientifique. Alors que
certains n’avaient pas encore digéré le principe de Fermat, Maupertuis renchérit
en posant l'existence d’une quantité mystérieuse qu’il appelle action et qui doit
étre minimisée. C’est de la volonté d’unifier l'optique et la mécanique qu’est né
le principe de moindre action. En effet, Maupertuis voulait & la fois un principe
dans la continuité du principe de Fermat mais aussi un principe en accord avec
la théorie de la gravitation de Newton dont il était un fervent partisan. Comme
nous le verrons dans la suite la seconde loi de Newton se retrouve & partir du
principe de moindre action. Pourtant, il est important de noter que les deux
approches sont totalement différentes. Dans ’approche newtonienne, on fait un
bilan des forces et de proche en proche, de maniére infinitésimale, on étudie la
trajectoire de notre objet. C’est d’ailleurs pour cela que Newton a eu besoin
du calcul infinitésimal pour sa théorie. Avec le principe de moindre action, c’est
totalement différent. Il faut seulement connaitre le point de départ et d’arrivée.
Ce qu’il se passe entre les deux nous est totalement indifférent. Mais pourtant
les deux approches sont totalement équivalentes.

Il est important de noter que ce principe totalement révolutionnaire a été trés
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troublant pour de nombreux mathématiciens. On peut citer I'exemple de Pois-
son qui qualifia ce principe d’inutile. Il est vrai qu’a cette époque il était difficile
de comprendre 'utilité de ce principe étant donné le grand succés de la théorie
newtonienne.

Nous avons donc défini ’action et nous savons d’aprés Maupertuis qu’il faut
qu’elle soit minimale. La question est de savoir comment trouver le trajet qui
minimise cette action. Pour cela, nous allons avoir besoin de méthodes mathé-
matiques.

2.2 Equation d’Euler-Lagrange

Depuis la fin du XVIle siécle, de nombreux problémes physiques faisaient

intervenir une intégrale & rendre extrémale. Néanmoins, chaque probléme pos-
sédait sa propre résolution. Il n’existait pas de méthode globale.
L’action telle que nous ’avons définie précédemment est en fait une fonction-
nelle. C’est « une fonction de fonction ». L’action est donc une application qui va
de I'espace des fonctions que ’on note E dans I’ensemble des réels. Elle prend
une courbe en entrée et nous renvoie un réel. Le principe de moindre action
nous dit que le chemin qu’empruntra un objet est celui pour lequel ’action est
la plus faible. La question est comment savoir quelle est ce chemin qui mini-
mise 'action ? Il n’est pas possible de tester tous les chemins car il y en a une
infinité. Devant ce probléme d’ordre mathématique, Euler décida de trouver
une méthode générale pour résoudre les problémes consistant & rendre certaines
grandeurs extrémales. Il aboutit a I’équation d’Euler-Lagrange.

Enoncé : Soit ' : R x RxR — R. Soit u € C ([a;b]) . Soit J : C ([a;b]) — R
définit par J (u) = f;j F (u(z),u (x),z)dz. Une condition nécessaire pour que
J soit stationnaire est que ’on est :

oF _d (OF) _
ou dx \ouw )

Preuve : Pour démontrer ce résultat, nous alons utiliser une analogie avec
les fonctions & valeurs réelles que ’on manipule habituellement. Pour simplifier
le probléme, on se place dans le cas ol les extrémités a et b sont fixées.

Tout d’avord, demandons-nous quelle est la condition pour que soit extrémale ?
Pour les fonctions f : R — R, on dit que f est stationnaire lorsque f’(z) = 0
ou encor. e que df = 0. Pour les fonctionnelles, on dira que J est stationnaire
lorsque §J = 0.

Nous allons donc calculer J (u + du) ~ J (u) + 6J. Ici, ju est une courbe qui
dépend de x. Si u est une courbe rendant J stationnaire alors pour une variation
infiniment petite du de u, u + du est infiniment proche de u. Par conséquent,
la variation dJ de la fonctionnelle sera nulle. Il est important de noter pour la
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suite que chaque variation u + du se fait & x fixée. On remarque qu’il y a une
infinité de possibilité pour du, & condition de respecter du (z,) = du(zp) = 0
car les extrémités sont fixées. Calculons donc J (u + du) :

J(u+ou)~J(u)+d6J = / z) + du,u’ (z) + v, x) dz

11 faut développer F (u (z) + du, v’ (x) + du, ) :

F(u(z) + du, (z) + 0u',xz) ~ F (u(z),u' (z),2) + 6 F

x n’apparait dans la différentielle de F' car la variation infinitésimale de u se
fait & = fixé. On en déduit donc :

b 8F 8F

Par analogie avec les fonctions d’une seule variable réelle, on aimerait avoir
une dépendance en du seulement. En effet, pour ces fonctions 1a, df = f/(z)dz.
L’astuce est de faire une IPP.

 OF * OF  OF
6J = / —5u+—(5 "dx /wa (%(M)dm—k/x (8 -ou')dx

" OF 0 i d OF
/x (a -ou')dx {8 /64“—/% dz(a/)éud:p

Il est important de noter que jusqu’a présent, nous avons considéré F' comme
une fonction de 3 variables : u,u’ et x. Dans l'intégrale, F doit étre considérée
comme une fonction de z seule. Finalement :

v OF ™ d OF
§J/% 8u5de/ma dx(a > )oudx
oF

Le terme [ Do 5u] * gannule car les extrémités sont fixées. On peut tout réunir
sous la méme 1ntegrale. Ce qui donne :

5J:/ (a—F - i(8—F)5udx
2a u

ou dx

Or, on veut que J soit stationnaire. Donc il faut que §J = 0. §J doit étre nul

pour toute variation du. La seule possibilité est donc que le terme dans l'inté-

grale s’annule. On peut aussi raisonner par ’absurde pour le montrer.

Supposons que le terme dans l'intégrale ne s’annule pas. On pourrait donc trou-
OF aF aF OF

ver z, tel que 25 — 4 (85 goit du méme signe que du. & — L (IE) serait
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donc strictement positif et par conséquent §.J aussi. Ce qui est absurde. On en
déduit donc :

oF _ d oF,
ou dx ouw

Cette équation est I’équation d’Euler-Lagrange. Grace a cette équation, nous
disposons désormais d’un outil pour résoudre tous les problémes portant sur la
minimisation de fonctionnelle, & condition que ’énoncé précédent soit satisfait.

17



Chapitre 3

Applications de I’équation
d’Euler-Lagrange

3.1 La seconde loi de Newton

Enoncé original : « Les changements qui arrivent dans le mouvement sont
proportionnels & la force motrice; et se font dans la ligne droite dans laquelle
cette force a été imprimée. »

De nos jours cette loi est nomée Principe fondamental de la dynamique (PFD)
et s’énonce de la maniére suivante :

Dans un référentiel galiléen, la somme vectorielle des force extérieures exer-
cées sur un systéme ponctuel est égale & la dérivée du vecteur quantité de mou-
vement de ce systéme par rapport au temps : Z E; = %

Dans le cas ou la masse est constante, on a : Y Fopr = md

Retrouvons cette loi (pour un mouvement unidimentionnel) :

Dans la mécanique classique, ’action peut-étre définie comme étant la diffé-
rence entre ’énergie cinétique et 1’énergie potentielle, on a alors :

to 1
g [me/Q _ U(x)} dt U(x) représente le potentiel
t1

On a alors le lagrangien :

1 >
F(y,y',t) = imx' —U(x)

Or 2 = —U'(2) et 9F — ma’

Y
D’ou : %—5 - %(gﬁ) =0 = =U'(z)—ma”" =0 = ma’ =
—U'(x)

—U’(x) représente les forces.
On retrouve bien la loi de Newton.
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3.2 Pendule simple.

Situation : Considérons un pendule simple pouvant osciller dans un plan
(xy), et on suppose qu’il subit son poids selon I’axe y. Le pendule correspond &
une masse m suspendue par un fil (ou une tige de masse nulle) de longueur 1.
La position du pendule par rapport a la verticale ést repérée par I’angle 6.

Vv mg

Bilan des forces :
= mgy = mgcos(0)é. — mgsin(f)eq
=Té, = Tsin(0)Z + Tcos()y

On a: @@= —mlf?e. +mlo’é

On applique le PFD et on obtient :

mlf" = —mgsin(0) = 0"+ %szn(ﬁ) =0

Appliquons Euler-Lagrange et retrouvons ce résultat :

D’abord remarquons que = = lsin(f), y = lcos(#) et v = 10’. Comme vue
dans I’exemple précédent, en mécanique classique le lagrangien est la différence
entre Penrgie cinétique et lenrgie potentielle, d’ou F(6,6',t) = %m(l@’f +

mglcos(6).
On a alors
OF — ; 8j _ 2/ i aj _ 2t
50 mglsin(6) et 0 =ml*) —= dt(aé/) = mi30
don OF d OF
() — - _ 2911 _
20 dt(89’) mglsin(0) — mi*6" =0

On bien 6" + ¢sin(f) =0

3.3 Le brachistochrone

Le probléme du brachistochrone que nous avons résolu dans la premiére
partie par un raisonnement mélant optique et mécanique se résout désormais de
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maniére simple avec ’équation d’Euler-Lagrange. Rappelons le probléme.

Une bille est laché d’un point A dans le champ de pesanteur et ’on veut la
faire aller en un minimum de temps en un point B, d’altitude inférieure mais
pas sur la verticale de A. Pour cela, on oblige la bille & suivre sans frottement
une trajectoire donnée. La question est de savoir quelle est la trajectoire qui
minimise le temps de parcours. Pour cela il faut exprimer le temps de parcours.

Vdx? + dy?
dt:u

v(y)

Avec le conservation de 1’énergie mécanique, on a : v(y) = v/2gy. Donc :

d21 /2 1 1 12
g = YU +y?) Y st
V29y V29 (]

On obtient donc que le temps mis par 'objet pour aller de A en B est :

1 T2 1 12
T:—x/ ty dx
\/29 X1 y

On peut utiliser directement Euler-Lagrange pour résoudre le probléme mais
les calculs seront longs et fastidieux. Néanmoins, on remarque que la fonction

F = ,/H'y—y/z ne dépend pas explicitement de x. Pour ce genre de fonction, il
existe un corollaire de ’équation d’Euler-Lagrange.

Identité de Beltrami : Si %’f’y,) = 0 alors pour toute solution z — y(x)

de léquation d’Euler-Lagrange, on a que la fonction F(y,y’) — y'%yy’y’) est

constante.

Preuve : 1l suffit de dériver la fonction précédente par rapport i x.

A p P\ _dF_OF 4 OF OFdy OFdy OF 0F .d
dx y&‘y’ “dr Y dy r oy’ Oy drx Oy dr Ox y y Y da

Puisque que F ne dépend pas de x, on a :
d oF oF d 0F
-y =y (5 - (5
dx dy dy  dx 0y
F vérifie ’équation d’Euler-Lagrange. Donc :

d o OF

%( _ya?):O
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L’identité de Beltrami est donc vraie. C’est en fait la conservation de I’énergie.
Appliquons cette conséquence de I’équation d’Euler-Lagrange au probléme du
brachistochrone.

F— /lty? OF _ Yy’
y oy’ /y(1+y’2) '

9y’ v Vy(l+y?)
1+yl2_y/2_ 1

Vy(+y?)  Vy(l+y?)

On retrouve bien ’équation caractéristique de la cycloide qui est :

y(1 4+ y'%) = constante

Ainsi, grace a ’équation d’Euler-Lagrange, le probléme du brachistochrone se
résout de maniére assez simple.

3.4 La caténoide

Situation : Quelle est la surface d’aire minimale qui relie deux cercles pa-
ralléles, de méme rayon, et centrés sur un méme axe ?
Résolution :

C. C

Comme nous pouvons le voir sur la figure, on a :

Une petite variation dz provoque une variation dr de r, et localement , le péri-
métre du cercle de rayon r(z) vaut 27r(z). r(z) vérifie les conditions suivantes :
r(—a) =r(a) = R, ou R est le rayon des 2 cercles.
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L’aire latérale vaut alors :

A(r) = AQwr(z)xm: /Sm(z)x,/u (%)de = /QW(Z)X\/de

On a donc le lagrangien F(r,r’,z) = 27r x v/1+ 72, on utilise l'identité de
Beltrami présenté dans I’exemple précédent :

!
F— r’a—F =2tk = 2mr x V14712 — 27r7"'rr7 =21k
or’ 14772

Ce qui nous donne :

r

S
V1+r?

On a donc obtenu I’équation de la surface, qui représente ici une équation d’une
caténoide.

On adapte un peu cette équation :

r=kv1+r?

(%)2:1+T/2
(%)2—1:7“/2
1 o dz
(52 -1 G
L _d
GF -1 dr

On pose le changement de variable u = -, on a alors :

k

———du=dz
vu?2 —1

Maintenant on intégre :

u(z) k z
—du = d
/0 V-1 /0 :
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k x argcosh(u(z)) = z

u(z) = cosh(%)

Finalement :

r(z) = kcosh(%)

C’est la fonction donnant la courbe formée entre les deux cercles pour que la
surface soit extrémale.
La valeur de k peut étre trouvé grace aux conditions aux limites.
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Conclusion

Pour conclure, nous pouvons dire que ce projet nous a permis d’apprendre
de nombreuses choses. En effet, nous avons acquis des connaissances a la fois
historiques, mathématiques mais aussi philosophiques. Par ailleurs, nous avons
pu prendre conscience du fait qu’une découverte n’a pas toujours d’explication.
Ce qui est le cas du principe de moindre action. L’intuition ainsi que la spiri-
tualité joue un role trés important dans le vie d’un scientifique.

De plus, nous avons vu & quel point une découverte peu tout changer dans un
domaine. Le principe de moindre action a totalement révolutionné la physique
et créer des ponts entre différentes branches de la physique comme la mécanique
et 'optique.

Aujourd’hui encore, le principe de moindre action est trés utilisé dans tous
les domaines de la physique, de I’électromagnétisme a la théorie quantique des
champs en passant par la relativité générale.
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