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1 Introduction

Dans le cadre de notre deuxiéme année d’ingénieur & I'Insa de Rouen, nous avons été amenés a travailler
en équipe afin de résoudre un probléme de Physique. Il parait important de rapeller que notre travail s’inscrit
dans un ensemble de projets de P6 réalisés sous la direction de ’enseignant Bernard GLEYSE. En effet, depuis
plusieurs années, des projets sont dédiés a I’étude des mouvements vibratoires des systémes masses — ressorts. Et
cette année, nous avons donc l’objectif de concrétiser ces précedentes études dans notre projet : « déformation
d’une poutre ou d’une barre ».

Ce projet reléve du domaine de la théorie des poutres, domaine profondément utile dans le cadre de la méca-
nique générale mais aussi dans celui du génie civil.

Cette théorie est un domaine large d’étude mais notre groupe de travail a un but précis. En effet, il s’agit,
par le biais de deux modélisations physiques différentes de tenter de définir la solution de I’équation de déforma-
tion d’une poutre encastrée d’un coté et libre de ’autre. Pour ce faire, les deux modélisations réalisées s’appuient
d’une part sur une méthode dite discréte a I’aide d’un systéme de ressorts et d’autre part sur une méthode continue.

La finalité de ce travail est de justement comparer les résultats obtenus par les deux méthodes et ainsi com-
prendre en quoi ces méthodes se distinguent par leurs points d’approches.

Ce rapport récapitulera nos travaux réalisés dans ces deux approches. Par conséquent, il sera divisé en deux

parties : la premiére consacrée & 'approche discréte, la deuxiéme & ’approche continue. En guise de conclusion,
une derniére section traitera du paralléle réalisé entre ces deux entités.
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2 Organisation du groupe de travail

Le travail étant construit sur deux axes principaux, il parait évident de diviser le groupe en deux sous-groupes.

Parmi ces groupes, le premier, composé de AN Junjin, PASSET Florian et BUCQUET Valentin, se charge de
I’étude discréte, le deuxiéme, composé de BELLAMLIH MAMOU Ali, BRISSET Adele et AZIZ ALAOUI Mehdi,
de ’étude continue.

Cette division ne fut par arbitraire. Le sujet demandant des connaissances approndies en Mathématiques, nous
avons pris soin que dans chacun de ces groupes se trouve une personne qui en fait sa spécialité.

Si l'on s’intéresse en particulier au premier groupe, celui-ci a fait le choix de subdiviser le travail demandé.
Alors que Florian s’occupe seul de I'étude d’un systéme & 2 masses et 2 ressorts, Junjin et Valentin travaillent
ensemble sur I’étude d’un systéme & n masses et n ressorts.

Quant au deuxiéme groupe, Ali s’est davantage occupé de 'aspect mathématique du rapport, en communica-
tion avec Adéle et Mehdi. Adeéle s’est concentrée sur analyse Maple et Mehdi de la majeur partie de la rédaction
du rapport.

Cette structure de travail adoptée nous a permis d’économiser beaucoup de temps mais surtout spécialiser
chacun des groupes sur un modéle mathématique propre.
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3 Systémes Discrets

3.1 Systéme a deux masses et deux ressorts
3.1.1 Mise en équation du systéme

Soit k la constante de raideur des deux ressorts, m la masse de M1 et de M2, et | la longueur a vide des deux
ressorts. x; représente la position du ressort ¢ par rapport & sa position d’équilibre.

M1 M2

F1 M1 F2 F3 M2
VAV : ==
— :

i) et

F1 = —k.xl(t).ﬁ(x)Fg = k(.’)ﬁg(t) — .”L'l(t))ﬁ(l')Fg = —k.(.’)ﬁg(t) — l’l(t))ﬁ(l')
On applique le principe fondamental de la dynamique (PFD) au systéme :
en A : ma:l(t) =K +F= k(l‘g(t) — 2I1(t))
en B : ml’g(t) = F3 = k(ﬂfg(t) — Ig(t))

Donc :

~ o+

avec :

(5x0) =¥ (0)
M

_ k(2
T om \—-1 1
3.1.2 Résolution

Valeurs propres :

det(M — \Id) = = —fw -3\ +1]
m

Ckl2-x -1
m| -1 1-=2X

k
Pour ——[A\? — 3\ + 1] = 0 ,on trouve \; = 3+2\/5 ou Ag = 3_7\/5
m

Matrice de passage :

Pour A\ = 3+2\/g :

On peut donc écrire le systéme d’équation :

{2.’1} -y = 3+2\/5.’13 {y = 172\/5.’17

—z 4y =y
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1
On obtient un vecteur propre : u; = (1_\/5)
2

De la méme maniére, pour Ay = %

1
on trouve un vecteur propre us = <1 VB
2

+
2

1 1
On peut dire que la matrice de passage P est égale &4 : P = (1\/5 1 \/g>
2

w
+
S

et que la matrice diagonale D est égale & : D = ( (2) 3_0\/5>
2

S

1+v5 -1
De plus, on a la matrice inverse de P : P! = % _13_ .
2

Matrice M’ :

On sait que M = %“PDP*1

On reprend alors ’équation de base en remplacant M.
Puis, on pose : Y = P71 X

On pose alors la matrice M’ telle que :

]\4/_k<3+2\/g 0 >_kD

0 3=v5 _2\/5 m

On reprend le systéme précédent en remplacant M et X par M’ et Y :

() = (is)

k
Posons C = —
m

On obtient le systéme d’équations différentielles de second ordre avec second membre :

[e2)

Pour jj;(t) = —%Cyl (t), on obtient y(t) = Ay cos(lg\/g\/at) + By sin(lgf
1

Pour i, (t) = 73_2\/‘F’C’y2(t), on obtient ya(t) = As cos( 1_2\/5 VCt) + By sin(‘T‘/g

VCit)
VCt)

On utilise maintenant la matrice de passage pour repasser a I’équation initiale en remplacant X = PY avec :

re (yl (t)) _ (Arcos(H52V/Ct) + By sin(H52 V)
v2(t) As cos( 1_2\/5 \FCt) + By sin( 1_2\/5 \/ét)

)

1 1
P=11_»5 11v5
2 2

— —
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De plus, on pose :

145
5 Ve

w1 =

w2:1_\/5\/5

2
On obtient donc :
X — A1 cos(wlt) + B1 sin(wlt) + A2 COS(wlt) + B2 SiIl(CUQt)
B 1*7\/5141 cos(wit) + 1*2‘/532 sin(w1t) + HT‘EAQ cos(wat) + 1+T\/EBQ sin(wst)

Pour trouver les constantes, on utilise les conditions initiales. On sait que la vitesse initiale de chaque masse
est nulle donc on a & t = 0,41 (0) = #2(0) = 0 et on connait les positions initiales z1(0) = z¢ et z2(0) = x},.

On dérive X :

—Ajw sin(wit) + Biwy cos(wlt) — Aswa sin(wat) + Baws cos(wat) )

X =
(12‘/5(—A1w1 sin(wit) + Biwy cos(wit)) + 1+2\/5(—A2w2 sin(wat) + Baws cos(wat)

Or d’aprés les conditions initiales établies ci-dessus, on a :

I,Cl(o) =0 —s O:UJlBl +WQBQ — Bl = _32
#2(0) =0 0= #wlBl + 1+T\/5W232 B, = ﬁ:&BQ
On a donc B; = By = 0.
$1(0)2A1+A2:1‘0 — A1: 372\/51_0_%336
72(0) = 1505 A4y + 155 45 = Az = 1V 4 Ly

On obtient donc I’équation suivante :

¥ (xl(t)) _ ( Aj cos(wit) 4+ Ay cos(wat) )

() 177\6141 cos(wit) + 1+2‘/‘F’A2 cos(wat)

3.2 Résolution d’un systéme & n masses et n ressorts
3.2.1 Mise en équation du systéme

On applique le principe fondamental de la dynamique aux n masses
miq (t) =k (xe —x1) — kx1 = k(22 — 221)

mis (t) =k (x3 — x2) + k(1 — 22) = k (x3 — 239 + 1)

STPI/P6,/2017 - 009
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ma, (1) =k (xp—1 — zp)

On introduit alors la matrice T telle que :

X t) X (t)
) (t) ) (t)
=T .
Ey (t) Ty, (t)
D’apres le PFD, on a alors :
+2 -1 0 -+ O
N -1 +2 +1
T=—
m 0 -1
0 -1 +1

3.2.2 Recherche des valeurs propres

La matrice T est symétrique réelle, ses valeurs propres sont donc réelles et simples. On aura alors n valeurs
propres distintes. D’aprés le théoréme de Gershgorin, toute valeur propre de T appartient & la réunion de boules
fermées de centre t¢;; et de rayon r;.

—Ce théoréme spécifie que si A valeur propre de T alors |\ — t;;|< 7;

Pouri=1,onalA—2| <1

En appliquant ce théoréme & T, on a alors { Pour2 <i<n—1,ona|\—2| <2
Pouri=n,onaldA—1] <1

On constate alors que toutes les valeurs propres sont telles que |\ — 2| < 2

Cela correspond a la définition d’une boule fermée de centre (2,0) et de rayon 2.
Comme AER,il existe 6 € [0; 7] unique tel que A = t;; — 2cos (8) avec A = 0

Par définition d’une valeur propre, on a TX = AX = (t;; — 2cos (0)) X

2cos (0) -1 0 e 0 X1
-1 2cos (0) -1 : :

TX = 0 -1 2cos () . =0
0 -1 cos(9) T,

On cherche alors les valeurs de 6 € [0; 27| pour lesquelles T,,s9 n’est pas inversible. C’est & dire pour det (T,s9) = 0
Or le déterminant d’une matrice tridiagonale A est donné par :

det A1) = an,ndetA("71) — an_l,nanm_ldetA(””)

Dans notre cas, on a A, = det (Teosg) = 2c08 (0) Ayy—1 — Ao

STPI/P6,/2017 - 009
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Ayg=1
On a comme conditions initiales
Ay =2cos(0) — 1

On reconnait une suite de déterminant récurrente d’ordre 2

Soit le polynéme caractéristique n? = 2cos (0) ,, — 1<n? — 2cos (0) ,, +1 =10
A =b? — 4ac = 4cos (0) 2 — 4 = 4 [cos(0)? — 1] = —4sin (0) = (2isin () >

On a alors 2 solutions :

" o= 2605(0);215277,(9) — 0

2 2181 1
oy = cos(@)-; isin(6) _ 6

Cas 1 :VO€ [0;7], A, = ae™ — Be?
On détermine « et § grace aux conditions initiales

Ag=lea+=1=1—a

A = 2cos (0) — 1eae + Be™ = 2cos (0) — 1
B=1—a
{a (e —e7) =2cos () — 1 — €'

N B=1—a
a2isin(f) = —1 + cos (0) + isin ()

. cos(@)+isin(0)—1 _ i1
On a donc : o = 2isin(0) = 2isin(9)
ﬂ 1= 1—cos(0)+isin(0) _ 1—e
= o= 2isin(0) = Zisin(9)
14 ind 1_ei® —inf _ e—inf_ginb | (n+1)i0 _,—(n+1)i6
Done A, = <2isin(0)) e+ (Qisin(G)) e = Zisin(0)

A — 2isin((n+1)0—2isin(nd)) _ sin(nt+1)0—sin(nf) _ sin(nf+6)—sin(nd)
n 2isin(0) sin(0) sin(0)

A
2

)2)7sin(n0)

A” __ cos(nB)sin(nb)+sin(nd)cos(nh)—sin(nb) __ 005(”0)(25i”(%)505(%))JFSi”(nG)(COS(%)Q*57"”(

- sin(0) - 2cos(g)sin(g)

A — QCos(nG)cos(g)sin(g)—ksin(ne)(1—25in(%)2)—sin(n9)
n 2008(%)sin(%)
An _ cos(n@)cos(%)—Zin(ne)sin(%)
cos(s)

- cos(n0+%) o cos(@(n+%)) o
An =@ = (@) 0
Cas2 :0=0

Pour 6 = 0, le polynéme caractéristique devient n? —2n +1 =0

A=0b—4dac=0

STPI/P6,/2017 - 009
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On a donc une racine unique ro = — & =1
Donc A, = (a+nB)rj = a+np

On détermine « et 8 grace aux conditions initiales

AQ:1<:>0421 A0:1<:>a:1

Ay =2cos(f) —1sa+ =1 Ay =2cos(0) —lea+ =1
Donc A, = 1#0
On en conclut que 6#0
Cas3 :0=m

Pour 6 = 7, le polynéme caractéristique devient n? +2n 4+ 1 =0

A=0b2—4ac=0

b:_l

On a donc une racine unique 7o = — -

Donc A, = (e +nf) (-1)"

On détermine a et 3 grace aux conditions initiales

Ay =2cos(0) — 1 —a—fB=-3 B=2
Donc A, = (14 2n)(-1)"

Ona A,=0=(1+2n)(-1)"=0=n=—

(SIS

Ce qui est absurde, donc ’équation n’a pas de solution si § = 7

Par conséquent, aprés étude des 3 cas,A,, = 0<0€ [0; 71| et cos (0 (n + %)) =0

Douf(n+3)=3n+kr=0= ((22’:;11)”) avec k€Z

Les valeurs propres sont donc : A\ = t;; — 2cos <(22k7j;11)7r> k€ [1;n — 1]

3.2.3 Recherche des vecteurs propres
T
On pose X = : €R le vecteur propre de T pour la valeur propre A

Tn
Par définition, il vérifie I’équation T'X = A\ X , c’est & dire T,50, X = 0

STPI/P6,/2017 - 009
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2cos (0y) -1 0 0 Z1
-1 2cos (0y) -1
0 -1 2cos (0) - : : =0
: : . -1 :
0 -1 2cos () —1 T,

2cos (0) x1 — x2
—x1 + 2cos (0) z2 — x3

—Zp_1+ (2c0s (0;) — 1)

x1 = sin (0)
On pose
xo = sin (20y)

On a —x1 + cos (0h) xo — x3 = 0x3 = —x1 + 2c08 (0)) 2

x3 = —sin (0) + 2cos (0),) sin (20y)

D’aprés la formule, on a 2sin ((i — 1) 0) cos (0) = sin (i0) + sin (( — 2) 0) pour i = 3
Pouri=1,o0n a x,_3 = —x,-1 + 2cos (0) o

Alors 2,1 = —xp_3 + 2cos (0k) Tn—2

Tp—1 = —sin ((n — 3) ;) + 2cos (0x) sin ((n — 2) Of)

Tp—1 =sin((n—1)60)

Aussi —zp_1 + (2cos (0x) — 1)z, =0

T,—1 _ sin((n—=1)0y)

On a alors Tn = 2cos(0k)—1 —  2cos(0r)—1

Le vecteur propre associé a la valeur propre A s’écrit donc sous la forme :

sin (0k) ﬁ(2—2005( 3m )) 0 o0
sin (20%) " et
0 .
Xe=1" sinGoy) | P= : Lk (2 c0s (&)
in(( :—1>e ) : ' ' o
2005(0;07’1C 0 o ce 0 %
Dans la base des vecteur propres :
T,
NotonsY = T; les dérivés des fonctions de position des masses dans la base des vecteurs propres
T,

STPI/P6,/2017 - 009
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Notre probléme revient & résoudre le systéme suivant :

Y =Dy
Formule de changement de base
X =PY

1100 = & (2 2008 (2222)) 0

T, (t) = By, (1)

On remarque que % (2 — 2cos ((22’:3”)) = %sm (%’:ﬁ%ﬂ) 2 = %Ai

m An+2
o [k o (@i+Dx
Donc w; = 24/ :-sin ( T2 )

Or on représente la longeur de la poutre par L, la section uniforme de la poutre par S,
la masse spécifique volumique par r et la masse par m.

On a alors w? = *£sin <M> 2

On a les relations k = ETS

_ ESnn ; 2i+1)m
w =2/ T sin ( int2 )

n et m= Sk

_2n |E._; (2i+1)m
Wi =T/ TSZn( Int2 )

On étudie la limite de w; pour n tend vers l'infini.

On pose v = 2/ Eet g = (2i+ 1)

wi:naszn(4n+2)
sin( b )NE
dn+2" n 4n
B~ a8
Alors w; peTiUady

n 2/ E)(@i+1)n .
Finalement, on a : w; — OETB = w = VEQRi+)n

STPI/P6,/2017 - 009
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4 Systéme continu

4.1 Etude d’une poutre continue longitudinale

Notre travail consiste & étudier la déformation d’une poutre dans le cas continu afin de trouver au final
I’équation de la déformation. Pour ce faire, nous avons besoin de chercher le mode propre de vibration de notre
poutre. En effet, il s’agit de trouver I’équation régissant le mode vibratoire d’une poutre libre & une extrémité,
encastrée a ’autre.

Conditions préliminaires

Il est important de comprendre que cette étude ne peut se faire sans avoir au préalable posé certaines hypo-
théses. Les notres sont les suivantes :

4matériau élastique, linéaire et isotrope
4on travaille dans le cas des petites perturbations

Tout au long de notre étude nous utilisons :

4E représente le module de Young
4 représente la masse volumique
4S représente la section de la poutre
4L représente la longueur de la poutre
4a petit angle, la déformation initiale
Ce sont des termes qui devront en principe apparaitre dans I’équation finale.

Comme souligné précédemment, le systéme que nous devons étudier est une poutre continue longitudinale
encastrée d’un coté et libre de 'autre. Dans le cas discret par exemple, la poutre est modélisée par une succession
de ressorts. Tandis que dans le cas continu, elle doit étre modélisée sur des appuis ponctuels élastiques. Dés lors il
est nécessaire d’introduire un élément essentiel & notre étude : I’équation de d’Alembert sans laquelle on ne peut

avancer.
Pu(t,z) 1 O%ul(t,x)
—_— = 72 .

0x? ¢ ot?
Pour la retrouver dans le cas discret, ce n’est pas difficile et cela a été vu dans la partie discréte.

4.2 Equation des ondes longitudinales et démonstration du Théoréme de d’Alem-

bert
uix+dx) = ufx)+du
u(x) _
X
N(x) Nix+dx) = N{x)+dN
x X+dx

image tirée du palpoopié " Yibration poutre”

Etudions maintenant la poutre en traction. Faisons le sur le bout de la poutre. Tout d’abord, nous avons deux
inconnues; le déplacement axial u(z,t) et leffet normal N(z,t). Ces deux inconnues peuvent étre reliées par la
loi de Hooke :

N=0S= ES.d—u
dx

STPI/P6,/2017 - 009
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N ol du

—=FE—=E.—
3 I dz
On applique le Principe Fondamental de la Dynamique & la partie de la poutre entre x et = + dz.
On a ainsi :
Z Fert = ma
Or:
— m = pS.dx
_ 0%u
A= e
D’ou :
2 N
pS.dz Zt;‘ = N(z +dz) — N(z) = %—m.dx
Or il a été établi que :
N_ o
S oz
D’ou :
& N = ES.@
ox
ON 0%u
— =FES.—
ox Ox?
Donc :
0?u 0%u
dr.—5 = ES.—;.
pS.dx 92 S 92 dx
Pu_pou_
0x2 E ot

Dans cette equation on se rend compte que le terme % est homogéne a une vitesse au carrée. En effet E

s’exprime en Pascal ( soit en kg.m™'.s7") et p est une masse volumique donc le quotient £ —[m.s~?] ainsi on

pose :
E
c=4/—
p

Ainsi avec la loi de Hooke, le PFD devient :

0%u ou
Pz~ oa?
Fu_ 1o
o 2 o2
On peut aussi écrire :
o 10,0 190
T T TR R
On pose le changement de variable suivant :
—p=t-2
—qg=t+2
On a ainsi :

STPI/P6,/2017 - 009
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op _ _1
ox — ¢
Op _

5 =1
9q _ 1
ox ¢
9q _

ot
On calcule les différents termes :

D10 0w 000 100 00g 10 10
Or ¢ ot Opdr 09qgOr ¢ Ipdt 9qdt’ ¢ I ¢ g
D10 00w 000 100 00g 10 10
dr ¢ ot Opdxr 0OqOx ¢ Opdt Oqot’ ¢ Op ¢ g

On obtient ainsi I’équivalence suivante :
o 10,0 0
B~ colas t oo =0
D’ou :
-4 0 0
E X 87 X 87(] X X - O
Soit :
0*X B
dpdg
On intégre maintenant par rapport a p :
oX
— =G
94 (q)

On intégre désormais par rapport a q :

En conclusion :

Nous cherchons X (z,t) = f(x) exp™?.
Ona:

Avec :

L X
o2t

STPI/P6,/2017 - 009

= X(p,q) = f(p) + Kp

X(p,q) = f(p) +9(a)

=X = f(t= ) +g(t=7)

02X 1 02X

o2r 02 Xy =Y
9°X 9? iw
2r = (%f(a:))exp t)

82 iwt 2 iwt
2 () i) = () x (~) exp

0,20
Op c Op
0, 20
op c Oq
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Mais exp™?est différent de 0, donc :

82 2
S @)+ S f @) =0
Soit :
" W2 _
f +(5) =0

La résolution nous donne donc :

wt wt
ft) = (Acos(E) + 65271(6))
Aprés explication avec M.Gleyse, ce dernier nous conseilla de résoudre I’équation en privilégiant la méthode par
séparation des variables. Nous obtenons bien entendu au final des résultats similaires. Les voici :
On a ainsi la fonction : s(z,t) = f(z) x g(¢).
Avec f fonction de la distance et g celle du temps.
On substitue s dans I’équation de D’Alembert :

0? 1 9%
ek
= P (@)g(t) ~ 25/ (@)g" () =0
f?? 1 2 t
= J(f) = ngg() =cst

On a alors deux équations différentielles, une dépendant de = et une de t qui sont égales. Le seul résultat possible
est donc une constante :

fr(z)
=K

gaa t) B

C?g(t) K

Donc :
(@) = Kf(z)=0

g’ (t) — KC?g(t) =0

Ainsi, si K > 0, g(t) = AexpCK""*t 4 Bexp~CK"?t, cette solution est a rejeter car elle correspond soit & une
solution transitoire soit & une solution divergente.
On suppose donc K < 0 et on pose :

— —C?’K =uw?
— g(t) = Acos(wt — @)
L’équation 1 nous donne donc :

flz) = ﬂcos(%x — 1)

Ce qui permet d’écrire :

s(x,t) = ABcos( d

ok P)cos(wt — )

On pose alors :
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— k= & le vecteur d’onde
— C=Ap
On obtient :

s(z,t) = Ceos(Kx — 1)cos(wt — @)

Avec tous ces nouveau x éléments nous pouvons obtenir des informations complémentaires & ’aide de I’analyse de
cette équation qui peuvent nous aider a comprendre le comportement de notre poutre. Ces informations concernent
la position des ventres et des noeuds :

cos(Kx —¢)=0= Kz — ¢ = (2n+1)g
En prenant K = 27”, on a:

Cn+1DA+  2n+1)A @
o K -1 'K

Ainsi :
La distance entre 2 noeuds est de %
La distance entre 1 ventre et un noeud est de %

4.3 Application

Dans notre cas, la poutre est modélisée par une corde de longueur L fixée & une extrémité. Nous supposerons
par ailleurs que notre corde est suffisamment tendue pour négliger le poids. Nous avons deux valeurs extrémes
pour z : x = 0 et x = L. Leurs valeurs correspondent en y & y(0,t) = 0 = y(L,t) (car la poutre est encastrée).

Les conditions initiales sont les suivantes :
at=0:
— y(z,0) = a(z)
1¢] ,0
- y(aﬂi ) _ B(x)

On cherche des solutions de ’équation de D’Alembert sous la forme d’ondes stationnaires :
y(z,t) = C.cos(kx — )cos(wt — p)
D’aprés les conditions initiales, nous avons : cos(y)) = 0, cos(kL — ¢) = 0, v=n/2, sin(kL) =0 et kL = nx
Nous obtenons alors :
E=w/v

D’ou :

w=nme/L

Nous verrons plus tard que seuls les n impairs nous intéressent. Au final notre pulsation s’écrira w = (2n + 1) 7°.
E

Nous avons vu auparant que ¢ = o

Soit w = (2n+1)T.\/ &
Or :

A=l = (c.2m)/w

L=n)\/2

On en tire que la longueur de la corde doit étre égale & un nombre entier de fois la demi-longueur d’onde (A/2).
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Aprés tous ces éléments, nous pouvons reprendre ’équation de D’Alembert qui désigne ce que 'on appelle le
mode propre et la réecrire :

y(z,t) = Cn.cos(@t - gon)sm(@)
L L
Or 'amplitude Cjest arbitraire, la solution générale de I’équation d’onde peut s’écrire sous la forme d’une super-
position de tous les modes propres :

nmct

y(z,t) = ZC’nsin(nﬂ'%)cos( 7 ©n)
0

Utilisons maintenant nos conditions initiales dans notre équation.
Les CI imposent :

y(z,0) = a(z) = ZCncos(wn)sin(?)
0

et la dérivée de y(x,0) est nulle car la vitesse initiale est nulle.
Etendu a lintervalle ]-oo, +o00[ , ce développement en série de Fourier est celui d’une fonction impaire (absence
de termes en cosinus) de période 2L.

On développe a(x) = > ¢ ansin(™F2) en série de Fourier :

L

1

ap = Z/sm(?)a(x)dx
-

Par identification nous avons :

ay = Cpeos(en)

Quand n est pair, le coefficient «,est nul donc nous allons étudier le phénomeéne pour le cas impaire.

1 L
Qopt1 = f/ sin((2n + 1)%x)a(w,0)dm
-L

La fonction «(z)représente des fonctions que I'on connait et qui correspondent & la corde.
Dans notre cas, le professeur a fourni ces fonctions & étudier :
Conditions initiales :

— 0 petit

B Vae[0; L/2]
— filz) = {g(L_gc) Vrxe[L/2; L)

— fo(z) = (1 — z)%sur [0;1

4.4 Simulation sur maple

Nous nous sommes servi du logiciel Maple afin de pouvoir visualiser la déformation d’une poutre encastrée
d’un co6té et libre de "autre. Nous avons entré les conditions initiales suivantes :
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Equation des ondes 1D

L'éguation des ondes pour une dimention d'espace est Um-(1/cn)UH=0, avec Uxt) le déplacement vertical au point % et temps t.
avec U(0,5)=0 et U{L.1}=0 (conditons aux lmites), Uz 0=f et Ux(z 0)=0 (condition initiale).
1

> restart, assume(n, integer), = 1, b = '{? o= 2, f= ST 1= x)2J
i=

1

1
h==

2

=3

_,7”:=1—D;r(1—;rfl2

A A
f(2r—=1)mx)
> Brn o= simplify %‘ f-sm[%wx )
‘0 4 )
B}g=£ . 427:?3~+33(—1]n"2—n
Port(teat—m2al 4 Mt — g+ 1)
B ((2m—1)mx) (2m—1)mt) )
>S’==sz.f.?:?s[Bﬁs-sm[(Pg ) |-cos[6(}g )m |,}g=1..1|',
24 ) 24 ) )

5 a

S représente le premier terme de la solution générale de I’équation de la poutre. Nous avons affiché pour
différents temps la déformation. Les termes S1 & S9 sont les valeurs de ce termes & ces différents temps.

o 50 = eval(subs(r=0.01, 8)) :
o 81 = eval(subs(+=10055)):
o7 82 = eval(subs(t=101,5))
o 83 = eval(subs(t=0.155)):
o 89 = eval(subs(t=02, 5))
o 85 = eval(subs(+=00255)) :
o 56 = eval(subs(r=1003,5))
o 87 = eval(subs(+=00355)):
o 88 = eval(subs(+=0.04,5))
o 80 = eval(subs(t=0.0455)) :
> #plot( {50, 51, 52,53, 54, 55, 56, 57, 58, 56, £}, x=10 )
+ plot( {50, 51, 52, 53, 54 55, 56, 57,58, 59), x=0.0)
0.00%
0.002
0.007
0.006
0.005
0.004
0.00z
0.002
0.001
a
0 0z 0.4 0.a 0z 1

De cette maniére on remarque le déplacement de la poutre au cours d’une courte période de temps.
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5 Conclusions et perspectives

Le travail étant réalisé par les deux groupes, I’heure était & mettre en commun nos résultats. Ainsi, malgré le
fait que les deux méthodes utilisées divergent radicalement sur le modeéle physique adopté et les ressources mathé-
matiques utilisées, nous fiimes satisfaits de converger vers la méme solution. Par conséquent cela montre que ces
deux méthodes sont bien fondées et qu’elles permettent toutes deux d’étudier les déformations d’un systéme. Alors
que nous nous sommes contentés pour ce projet de ’étude des déformations d’une poutre ou d’une barre, nous
pouvons parfaitement imaginer étendre cette étude & un systéme mécanique entier ou & un ouvrage constructif.
Ceci dit, nous pouvons nous forger une premiére idée de la nature du travail des ingénieurs structures entre autre.
Cependant, il semble que la deuxiéme méthode utilisée, c’est & dire ’étude continue, soit plus appropriée a des
systémes complexes. Pour ainsi dire, I’étude discréte montre vite ses limites puisqu’il devient difficile de projeter
une stucture complexe en une multitude de systémes masses-ressorts.

Pour conclure, si nous devions ne retenir qu’un des deux plans d’étude, nous retiendrions ’étude continue, de
par sa relative simplicité et de sa plus grande flexibilité.
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