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Introduction

Ce projet physique ou P6 consiste en un travail de recherche bibliographique en groupe sur
les systémes d’oscillateurs masses-ressorts. Alors que le groupe de I'an dernier s’était occupé de
I’étude en 2D d’un tel systéme, notre travail a consisté a ajouter le parameétre du poids a cette
étude en 2 dimensions. Le travail effectué lors de 'EC P2 en premiére année (mécanique du point)
nous a permis de plus facilement appréhender le sujet qui nous a été confié, bien que celui-ci nous a
demandé des connaissances supplémentaires et donc un travail de recherche et de calcul paralléles.
La mise en équation de ce systéme avec des nombres de ressorts et de masses variables ainsi que
la représentation graphique de la position de ces masses en fonction du temps nous ont demandé,
tout comme au groupe précédent, d’utiliser des matrices, un logiciel de représentation graphique
(Geogebra dans notre cas) ainsi que d’apprendre a utiliser le logiciel LaTeX.

L’avancement de notre projet s’est donc décomposé en différentes parties : Tout d’abord nous
avons résolu les systémes d’équations différentielles pour les différents cas (nombre de masses/ressorts
différents) en intégrant le poids et son influence sur I’état du systéme, ce fut la partie la plus longue.
Ensuite nous avons utilisé Geogebra pour représenter le mouvement des masses, ceci nous permet-
tant de comparer nos résultats avec ’expérimentation faite 2 ans auparavant (d’un systéme en 1D
et sans prendre le poids en considération). Enfin la derniére partie a constitué la rédaction de notre
rapport en LateX, en reprenant la structure du code utilisé par le groupe de I'année 2016.



Partie 1

Méthodologie, organisation du travail

Afin de pouvoir accomplir le travail des différentes parties efficacement, nous nous sommes par-
tagé les taches durant les séances de projet. De plus il a fallu choisir un correspondant permettant
la communication entre le professeur et le groupe. Ce role a été rempli par Gaél.

Notre organisation durant les heures de travail en classe était plutot simple, Liu Yu s’est attelé
davantage a la résolution du systéme a n masses, Gaél sur la partie & deux masses et Etienne sur
la résolution du systéme & une masse dans R2, ainsi que de la modélisation numérique avec 1'aide
de Gaél. Toutefois nous nous aidions mutuellement sur nos différentes parties trés réguliérement,
en fonction des compétences de chacun (maitrise d’un logiciel de modélisation ou facilités pour les
résolutions mathématiques...).

Une fois le projet bien avancé et la modélisation numérique réalisée, nous avons pu comparer
et confronter nos résultats avec I'expérimentation faite quelques années plus tét, en notifiant bien
I'influence du poids sur les différences observées.

En dehors des heures dédiées en projets, I'utilisation d’une conservation messenger nous a per-
mis de publier nos différents fichiers texte ou méme le code LateX & utiliser pour la rédaction, ainsi
que de nous distribuer les taches. Quant a la rédaction du rapport, chacun a rédigé la partie qui
lui avait été confié, Gaél et Etienne ont par ailleurs fourni un effort supplémentaire pour aider Liu
Yu dans sa rédaction, du fait de la barriére de la langue toujours présente.



Partie 2

Systéme a une masse et 2 ressorts en
bidimensionnel :

Résolution dans R? :

On pose

5= (1)

Soient k2 et k3 les constantes de raideur des 2 ressorts. Soit z1 vecteur position lié & la masse
1, z2 vecteur position de la masse fixe de gauche et z3 vecteur position de la masse fixe de droite.
Selon le Principe fondamental de la dynamique, on a :

mlzl = k’3(23 — Zl) + kQ(ZQ — Zl) — mig



INSAPARTIE 2. SYSTEME A UNE MASSE ET 2 RESSORTS EN BIDIMENSIONNEL :

On prend ky = k3

miZy = —2.k.z1 + k(z3 + 22) + myg (_01)

Avec :
(23 + 22) =0

Donc :
m121 = —2]{321

On obtient donc 1’équation différentielle de scalaires :

%
=

(E): 6+ 0

Donc :

La solution est donc de la forme :

21 (t) = C cos(wt) + Cy sin(wt); Cy,Cy € R?

o) ()
- (3)

Z(t) = —Chwsin(wt) + Cow cos(wt)

Conditions initiales :

Donec :

On en déduit ainsi C5 :

() = cos(wt) (%gg;

On en déduit donc 'expression de z(t) :



INSAPARTIE 2. SYSTEME A UNE MASSE ET 2 RESSORTS EN BIDIMENSIONNEL :

A 0) — costet) @118;) , sin(wt) <x1(0§> ‘e

D’ou I’équation finale du mouvement :
_ 21(0)\ |, sin(wt) (#(0)) | mag (0
21 (t) = cos(wt) (y1(0)) + - 42 (0 + 55 \ 1

La trajectoire est donc une Ellipse.




Partie 3

Systéme a deux masses et trois ressorts

Mise en équation du systéme

Les constantes de raideur des ressorts sont toutes égales et sont notées k . Les masses sont
toutes égales et sont notées m. On note z; la position de la premiére masse, et zo celle de la
deuxiéme. Les accroches des ressorts au murs sont notées z3 et z4 et sont immobiles.

De plus,on utilise les valeurs du projet de 2013 qui a effectué les expérimentations, pour pouvoir
ensuite comparer notre étude théorique a leurs manipulations.

On a donc :
L
2: =
! (yj)

avec j qui varie de 1 a 2



INSA 5 PARTIE 3. SYSTEME A DEUX MASSES ET TROIS RESSORTS

On applique le principe fondamental de la dynamique au systéme :

my.2) = k(zg — 21) + k(22 — 21) — mg
mo.Zy = k(21 — 29) + k(23 — 22) — mg
On passe dans le plan complexe :
'LUj = .Z'j -+ 'iyj
On réécrit sous forme matricielle :

wh
W2

G- ( L)) () e

Ce qui donne donc :

On pose w =

On pose :
2 -1
K=k (_1 9 > (3.3)

Donc on ré-écrit 1’équation précédente :

m. (Z;) _ _K. <Z;> + k. (‘u‘ji) —mg (2) (3.4)

L’origine est posée a I'équilibre, on note alors

[
I

W — Weq

Wa

On am (w1> = 0 a I’équilibre .

On cherche ensuite & déterminer la position d’équilibre W, :

On a:
o=+ (2) )
_ w 1 We,
v =871 (1) = (5= (i)
1 /1 2
3k\2 1

Avec K~! qui vaut —

On a donc

10



INSA 5 PARTIE 3. SYSTEME A DEUX MASSES ET TROIS RESSORTS

ey = 3 (; f) i (Z) ~mg @] - (ZZZQ)

Pour une position quelconque on a :

W1 + Wieq w1 + Wie Wy i
- . =—-K|(— I k - ;
m <@ + w26q> (% + w25‘1) " (’U)g) " <Z>

Comme ’
. Wy . ]
ER
On a enfin
() (2
Wy Wa
-k /2 -1
w=— (_1 9 ) w= Muw
Résolution :

Calcul des valeurs propres de la matrice (_21 _21>

Le polynéme caractéristique est

2—-X -1
-1 2=

RICEPVES)

Pour [(2 = A)? —1] =0 ,on trouve A\; = 1 et Ay = 3.

Matrice de passage :

On détaille le calcul pour Ay = 3 :

(2 6)- () 59

On peut donc écrire le systéme d’équation :

2r —y =3 = —
T —Y T — z Yy
—x + 2y =3y —y=ux

11



INSA 5 PARTIE 3. SYSTEME A DEUX MASSES ET TROIS RESSORTS

1
On obtient un vecteur propre : uy = (_ 1)

. 1
De la méme maniére, pour Ay = 1 on trouve un vecteur propre u; = (1

La matrice de passage P est donc égale a : P = (_11 })

et la matrice diagonale est égale a : D = (g (1))

Matrice M’ :

On sait que M’ = P~*MP

1 _
avec l'inverse de la matrice P qui vaut P! = 3 (1 11)

M — %‘“ (g (1’) (3.6)

On reprend le systéme précédent en remplacant M par M’ pour changer de base :

On trouve alors M’ :

On pose la constante C qui vaut : C' =

On a alors les équations différentielles de second ordre avec second membre suivantes :

{u1 () = —3Cuy ()

En résolvant les équations on obtient :
Pour iiy(t) = —3Cuy(t) Et on pose w; = V3C

systeme réel masse 2 ressorts

up(t) = Cy cos(wyt) + C] sin(wit)

Pour iiy(t) = —Cuy(t) Et on pose wy = v/C'
U9 (t) = CQ COS(U)Qt) + (Cé sin(wgt)

12



INSA 5 PARTIE 3. SYSTEME A DEUX MASSES ET TROIS RESSORTS

Avec C , C7 , Cy , C} des constantes dépendants des conditions d’expérimentation (raideur des

ressorts, poids des masses)
On ré-utilise maintenant la matrice de passage pour repasser dans la base initiale, et on a donc la

relation suivante :
Pu=w
avec :

(ui )\ [ Acos(vV3Ct) 4 psin(—v/3Ct)
‘e (“2(t)> B ( N cos(v/Ct) + p! sin(—+/Ct) > (3.9)

we (10)

On a alors w qui vaut :

w:

—C cos(wit) — Cf sin(wyt) + Cy cos(wat) + Cf sin(wst)

Pour trouver les constantes, on utilise les conditions initiales car on sait qu’a t =0 on a :

( C cos(wt) + Cf sin(w;t) 4+ Cy cos(wat) + C4 sin(wat) )

1y (0) = 21 (0) + igj1 (0)

+i31(0)
(0) +ig2(0)  wy(0) = £2(0) + 7j2(0)

On dérive w :

. (—Cysin(wit) + Clw; cos(wit) — Cows sin(wat) + Chws, cos(wat)
v= Cy sin(wyt) — Clwy cos(wit) — Cows sin(wat) + Chws cos(wat)

Donc :



INSA & PARTIE 3. SYSTEME A DEUX MASSES ET TROIS RESSORTS

{C{wl + Chwy = 1 (0)

On a alors w; (t) qui vaut :

—wl(O) —ws(0) ) cos(wlt)—{—(_wl—(o) ; 4 (0) ) sin(w1t)+(_—_2)) COS(wﬂ)*‘(%l(O)) sin(wst)

De la méme maniére on a wy(t) qui vaut :

W2 (t) =

w3 (0) — ws(0) 1i4(0) ~ 1in(0)
() cos(uwnt)— (S

w; (0) + ws(0)

) sin(wy )+ (= w1 (0) +152(0)

) cos(wat )+ (= ) sin(wat)
(3.11)
On peut donc représenter le mouvement des deux masses en fonction du temps grace a un
logiciel comme Géogébra, qui nous permet d’entrer le systéme d’équations et d’en tracer le graphe.
La simulation a été faite avec les constantes de raideur et les masses de 2013, c’est a dire k =

19 N/m et m=37g, et on a la courbe suivante :

14



INSA PARTIE 3. SYSTEME A DEUX MASSES ET TROIS RESSORTS
Algébre ¥ & ¥ :|Graphique ra
Objets libres :

= Objets dépendants

@ A= (20, -1)

@ B = (50, -1) :

5 ar: :::253:(1:52.3;1t)+35ms(0.?2t)} DStSlSé 1.2

2 b :1_5:5(1(1171;) +38 s (0120 } 0<t<15

Il i

[ 1ol

g0

saisie:|

15



Partie 4

Systéme a N masses et N+1 ressorts :

Mise en équation du systéme

. k 'd I ke s

11 1 1 tm

Toutes les constantes de raideurs sont égales,et les masses sont aussi égales, on note £ les
constantes de raideurs, et m les masses.
On commence par un bilan des forces sur toutes les masses :

. 0
my. 21 = k12 (Znre — 21) + k12(22 — 21) —my. (_1>

. 0
Mmo.2o = k'l’g(zl — ZQ) + k273(23 — 22) —mg. (_1>

.. 0
Mp.2n = kn—l,n(zn—l - Zn) + kn,n—l—l(zn—l—l - Zn) —mg. (_1)

On a donc la matrice :

16



INSAE PARTIE 4. SYSTEME A N MASSES ET N+1 RESSORTS :

wy
()
m| .| =
Wh,
—ki g2 — k12 —ki2 0 A 0 w
k12 —k12 — ko3 ka3 0 - e 0 w; t
0 ka3 —ki2—ksa ksa O - 0 C-me |
: w ?
0 e e e 0 kn—l,n _kn—l,n - kn,n—l—l "
Comme toutes les constantes de raideurs sont égales, on sort les k de la matrice, on a donc :
2 -1 0 --- 0
,u')'l ) wy Wp 42
N -1 2 -1 .o 0 i
W2 w2
m| o |=-k[fo -1 "~ "~ 0 S I N ]
W, -1 W, 0 !
0 0 -1 2 Wt
2 -1 0 0
-1 2 -1
On note K la matrice =k | o —1 0
- 1
0 0o -1 2
Donc on ré-écrit 1’équation précédente :
Wp+-2
w1 w1 0 i
Wa wo
m| | =-K |  |[+k]| : —mg
' ] 0 i
W, Wy,
Wn+1
L’origine est posée a I’équilibre, on note alors
W= W — Weq
wy
i,
Onam| . | =0 aléquilibre .
Wh,

On cherche ensuite & déterminer la position d’équilibre W, :
On a :

17



INSAE PARTIE 4. SYSTEME A N MASSES ET N+1 RESSORTS :

wn+2
0 1
KW, =k : —mg
0 1
Wn+1
wn+2 Weql
0 1
-1 . . Wega
Weq =K [k : —mgl : ] = .
0 7 Won
Wn+1
Avec K~ qui vaut
Pour une position quelconque on a :
W1 + Wieq W1 + Wieq w1 ;
Wy + Wae Wa + Wae w
m| T =k | k| —mg | :
Wp + Weq Wn, + Wneq Wy, '
Comme
w1 .
1
Wa
Ky, =k . —mg |:
) 1
Wn,
On a enfin
2 -1 0 0
-1 2 -1
—k
w=-—10 -1 0 |w
- 1
0 0 -1 2

Résolution :

Pour déterminer les valeurs propres nous utilisons le travail du groupe de 2015 (de la page 15
a19) :

km
)\k tz,z COs <n+ 1) ) ke II 7”]] ( )

18



INSAE PARTIE 4. SYSTEME A N MASSES ET N+1 RESSORTS :

Grace aux valeurs propres et au travail effectué par le groupe de 2015 (de la page 20 a 23) on
a pu utiliser la formule suivante pour trouver la composante en Y de la position des masses :

yi(t) = A; cos <\/% sin (ﬁ)t) + B;sin (\/% sin’ (ﬁ)t) (4.2)

A et B sont deux constantes que 'on va calculer par la suite.
Pour trouver la composante en X de la position des masses on utilise la formule suivante :

z;(t) = \/nTJrl qzn; (sin (nﬂfl) X yq>

Pour calculer les constantes A et B nous utilisons la page 24 du rapport de 2015 que nous
mettons en annexe, on a donc les formules suivantes pour A et B :
On a donc A, qui vaut :

& 2 ST
Vge[l;n], A, = Z ( Lo (nq—l— 1) a:870> (4.3)

Et on a B, qui vaut :
B, =0

On a donc les équations du mouvement suivantes :
Pour X;(t) on a :

zi(t) = ni 3 qzn; [sin (ni‘in) cos (\/ in—k sin? (ﬁ)t) Zn; [sin (an:) xOH (4.4)

Et pour Y;(t) on a :

19



Partie 5

Conclusion

Ce projet s’est avéré trés intéressant dans la mesure ot il a constitué une approche concreéte
du métier d’'un ingénieur. En effet en tant que futurs ingénieurs, nous allons devoir mener a bien
divers projets, ce qui nécessite organisation, respect des délais et surtout travail en équipe. Afin
de travailler efficacement nous nous sommes donc concertés pour distribuer les différentes parties
a traiter de notre projet.

De plus, ce projet nous a permis d’appliquer concrétement des notions et connaissances vues et
acquises lors de notre parcours STPI. Les modules P2 pour l'outil physique et M4 pour 'outil
mathématique nous ont en effet aidé a avancer dans ce projet. Egalement, ce travail nécessitant
une rigueur et une attention particuliéres de par sa longueur et de son raisonnement, nous avons
dii choisir et nous mettre d’accord sur les notations a utiliser entre autres, afin d’avoir un compte-
rendu lisible et cohérent. Par le biais de ce projet, nous avons aussi eu 'opportunité d’apprendre a
utiliser de nouveaux logiciels, ainsi nous avons été amenés a utiliser Géogebra pour la modélisation
de nos équations, et ’éditeur de texte LateX pour la rédaction de notre compte-rendu.

Ainsi, ce projet fut un trés bon moyen d’utiliser a la fois des connaissances scientifiques vues lors
de notre parcours a I'INSA, mais aussi de mettre a I’épreuve une fois encore nos compétences
humaines sur le travail en équipe et toute 'organisation qui découle d'un tel projet, autant de
compétences nécessaires pour un ingénieur efficace.

20
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Partie 7

Annexe

Calculs détaillés 2015

3.2 Résolution

Comment trouver les valeurs propres d’une matrice tridiagonale réelle

symétrigue
2 -1 0 0
-1 2 -1
i —-1 9 -1 --. )
SoiT——| 0~ 2 - “ | (Te M, ®)).
Myt 102 —1 0
-1 2 -1
0 0 -1 2

La matrice T est symétrigue réelle, ses valeurs propres sont done réelles et simples {done
n valeurs propres distinetes).
Ti
De plus, sl onnote r; = 3 |f;], avecd € [L;n], on a finalement, pour i =let i =n:
F=11#5

ro=ra= =1+ 0+ 0] +... =1 (3.3)
Par ailleurs, pour i #£ let i £n (i € [Zin—1]) :

re= 00+ 0]+ | =1+ =1 0]+ 0] .. =2 (3.4)

Théoréme 1 Toute valewr propre de T appartient & la réunion de boules fermées de centre £
et de rayon ;.

]

On déduit de cette propriété que, si A walewr propre de T, A —t| < (=2, 1 £ L i £ n).
Cela correspond a la définition d'une boule dans R, de centre £; et de rayon r,.

22



PARTIE 7. ANNEXE

SN o
$3insh PARTIE 3. SYSTEME A N MASSES ET (N-+1) RESSORTS

Comme X € B (matrice de Hessenberg), il existe § € [0: 7] wnigue tel que :
A=ty —Zeos(f) , avec A =10
Dans notre cas, on a ainsi #; = 2. Or, par définition d'une valeur propre, on a :
TX =(f; —2cos(d))X

Soit, sous forime matricielle :

2 -1 0 {
-1 2 -1 . 1
o -1 2 -1 : :
w |l a | =(2—=2cm(?) | o,
-1 2 =1 0 . .
-1 2 -1 -r'-rl Ty
0 n -1 2
2eos(H) —1 0 - 0
-1 2 cos( ) -1 : J"_l
0 -1 2cos(d -1
cos(f) x| =1
: -1 2eos(d) -1 1] .
: . -1 2eos( ) -1 T
i B 1] —1 2eos()
T_1<:|u,\

Il suffit done de déterminer les valeurs de @ € [0); 27] pour lesquelles Ty e 1'est pas inversible,
ou encore lorsque det (T s ) = (0L

Propriété 1 Le détermmant d'une malrice tridiagonele A est domné par

[ (t1— (1 —F
det A™ = q, det A"V — g g det AP

Dans notre cas, on poEe C

Ny = det{Taem) = 2eos(l) < M) — Dy s in

%
)
R

Ainsi, on obtient :
."1"‘[] = ].
Sy o= 2eos()

16
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PARTIE 7. ANNEXE

“3iinsh 1
SHNSH PARTIE 3. SYSTEME A N MASSES ET (N 1) RESSORTS

On reconnait dans la formule une "suite" de déterminant récurrente d'ordre 2. On utilise done
les méthodes propres & ces suites pour obtenir le déterminant en fonction de n wnigquement. Dans
un premier temps, nows allons done ainsi chercher le polyndme caractéristique de cette équation,
puis déterminer ses racines.

Soit le polyndme caractéristique suivant :

vt = 2eos(fr — 1

A =B — dac
= deos?(f) — 4
= 4fcos*(#) — 1] (3.5)
= —4sin’ ()
= [2isin(@)]*

Les solutions sont :

—2eos(fl) — 2isin(d)

o= 5
_ it -
3.6
—2cos(f) + 2isin(8) (36)
Ty =
N 2
=e?
Cns 1
Wi e ]{}: :r[._ A, = o™ 4 Gemin8 13.7)
Déterminons o et 4
A =1—e car Mp—1
ae™ 4+ (1 —a)e™ = 2c0s(0)
— 2eos(l) — (cos(—@) + isin{—8))
o = —
= {{355‘— I’.‘_ﬁ] = 2cos(f) — ™ 2isin(0)
) " cos() + 1 sin{f)
2eos(f) —e” — o=
_ =" 29 =in(d)
el — g—if i
2i (2cos(0) —f.’_ia] et = {—
e i (e — i) 2isin(6)
e 2 eos(d) — e
" 2 sin(6)

17
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INSA
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PARTIE 3. SYSTEME A N MASSES ET (N+1) RESSORTS

— cos( ) + isinf)

A=
2isin(d)
F=1—-u _ e
2 sin(d) — ¢ 2rsin(d)
2 sin(dl)
d'on . .
A= l-.h'-" Jinfi r.—h'-" —indl
T 2isind i sind
I,.r'[rl—l:l\'.i' o l,.—r'[rl—l]a'.i'
B 2isin f
d'oi
sinf(n + 1)8) !
A= A8
" sin(f) (3.8)
Cas 2:8 =10
Pour # =0 (donc cosd = 1), le polyndme caractéristique devient :
=2+ 1=0
Soit : Y
M= — dac
—4-4 (3.9)
=1
2
La racine du polyndme est done vy = 5= 1. Soit finalement :
| A = (a+nd) x 15 = a+nj (3.10)
Déterminons o et 3
Ay =1
Ay = 2eos(d)
Par identification :
o= 1
o+ 3 = 2eos(ll)
Or, dans notre cas, # = (), done :
a4+ F=2c08(0) &= o+ =2 = =1
Do
[Si 0=0, Ay=(1+n)] (3.11)
18

25



PARTIE 7. ANNEXE

“gyiNsR N
f Lyt PARTIE 3. SYSTEME A N MASSES ET (N+1) RESSORTS

Or¥ne M, A, = 0doi () n'est pas solution de équation A =10

Cas 3800 =m
Pour # =7 {donc cos@ = —1), le polynime caractéristique devient :
P2 +1=0
Soit : .
A =8 — dac
=4—4 3.12)
=1}
La solution du polyndme est done ry = —% = —1. Soit finalement :
|An = (a+nd) x (—1)"] (3.13)

Déterminons o et

."J_\'.;;|=1
Ay o= 2eos(d)

=1
a—3=-2

Or, dans notre cas, 8 = 7, done 3 = =3

Do

Par identification :

[Si 0=m A, =(1—3n)x(-1)"| {3.14)

Or A, =0 == (1-3n)x(—1"=0 += n=310rnc M don l'équation n’a pas de
solution si =
Ainsi A, =0 = de|0;x[et sin{{n+ 1)0) =0 don

b
0 = 3.15
S +1 (3.15)
d'oi les valewrs propres sont les nombres
A =t — 2008 AT ) ke [1:m] (3.16)
' n+1)" )

Détermination des vecteurs propres
Dans cette partie, on cherche & déterminer les vecteurs propres associés & une valeur propre.
Toutes les valeurs propres sont racines simples du polyndme caractéristique [autrement dit, le

cardinal des valeurs propres et égal an depré du polyndme caractéristique). On en conclut que
chaque espace propre est de dimension 1.

19
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Obtention des vecteurs propres

a0
Posons X = | ¢ | € B" le vecteur propre de T pour la valeur propre
Ty
b
Ap =t —2cos(ly) on 8, =
n+1

Par définition, il vérifie 'équation TX = M X, cest-d-dire T g0, X =0
Explicitons le caleul :

2 cos( ) 1 0 0 Ty (2cos(t ), — 2
Ta —r1 + (2 eos(lh))xe — 1y
-1 2 cosld) -1 .
0 -1 2eos(f) —1 7. : x; - —1 i 2eos() ), — 2y =0
0 o o 0 -1 Zcos(@) T —%n— + (2 cos(f ) )x,
(3.17)

On note Y la matrice résultant du produit de Theoes,) et X

Sixy =10, il vient alors zs = ) et, par récwrrence, ¥1 < i < n,x; = (), ¢est-d-dire X =0 ce
qui est impossible car un vectewr propre ne peut pas étre nol. I vient done 2 £ 0 et 2, peut &tre
choisi arbitrairement dans R*.

On pose done x; = sin(f,)
Le coeflicient y, donne équation suivante

(2eos(f )y —xe =10
= @y = 2cos(f ) sin(d;) (3.18)

= 1 =sin{20) d'aprés la formule de Uare double

Pour x4
—xy Hi{2cos(f) )y —xy =10
= ay =1 — (2eos( ) )xa | (3.19)
= 1y = — sin(f) + 2 cos{f ) sin20;)

= 1y = sin{3d,)

Propriété 2 Formule de trigonomdtrie

2ain((i — 1)) cos{fy) — sin((s — 2)0,) = sin{ily)
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d’on, en considérant 'équation donnée par la # composante de la matrice Y, il vient

—ri—s + (2 cos(f )z — 2 =10
= =19 — (2eos(f))ri (3.20)
= 1; = sin{ifly)

Le vecteur propre assock® & la valeur propre Ay s'écrit done sous la forme

sinify)
sin{20;)
= : 30
X sin(idy) (3.21)
sin(ndy)
[
On rappelle que 8, = 1
n

orthonormalisation de la base des vecteurs propres

Théoréme 2 (Théoréme spectral) S T est une matvice syméteigue de taille w0 dans
E" gnunit du produit sealaire habituel, Elle peut &'orvive sous la forme T = PDP7Y pin D est
wne matrice diagonale dans lo base des vecteurs propres ef Pola mateice de passage de la base
canonigue vers la bose orthonormée des vectewrs propres. Poest done la matvice d 'wne isométre,
o 'estededire PP = Td == P'='P

Enfin, dans notre cs particulier, en effectuant le calew de'Poon trouve P

Aingt, Pt ="P=PF

Afin de simplifier les caleuls, on va done diercher & normer les vecteurs.

. . ; .1{;.- R (20 1
Soit Vi le vecteur normé. Vi, = Cr _ cos(2j0;) +
ot Vi le vecteur normé. Vi X, I _Z“‘_ 3 )
=0
_ s cos{238;) 1
=2 -9
=0

X |1* = X - X

n = i% - % ii{h{zjﬂj)
o =0T T =
D sin(jf)
-3 - g LR

= D (1~ cos’(jt) =" Tis
j=1
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n+1
= ”.Ll _ _R{,{Z ”.?\'-?k =——
=0
i n+1
— doi 1%l =/ 5~
[ 2
Aingi, ¥k e [1:a], Vi = \ T_"{;\. (3.22)
"
Vo Wi ji e [1; ]-'} = R { L J (3.23)
don Wi, ) Ty = Vs 7 sin{— 1 52

Explicitons les termes de la matrice de passapge P.

f Hul{rl 1 \ T+ 1:] - . . “"“Ir rlﬂ'1
”_1:| :\IILI{"J_"J.:I ... sin(s m::'
e : : o sin(dg) : (3.24)
‘\'Illl,rl" lhr:l gi ll{ ll'rlI Trr:l . o o “_-"“:I'I[:: ihr
k '\“l{”""l “"“: """J'.:] et s ‘e ‘1|||.|nrrr|l ﬂi:l )

On remarque bien que P = P
Ainsi, on peut exprimer la matrice diagonale D dans la base B des vecteurs propres, sans
oublier la constante % que P'on avait sorti de la matrice an début.

£ (2 — 2 cos(Z5)) 0 N o 0
1] Tl 0 . :
D= : Y2 2c0s( 210 (3.25)
: t- )
0 e 0 £(2 —2cos(15)
Résolution

Dans la base des vecteurs propres
{1
Notons ¥ = | 4; | les dérivées secondes des fonctions de position des masses dans la base

Yn
des veeteurs propres. On rappelle que X est le vecteur dont les composantes sont les fonctions de
position des masses dans la base canonique.
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Notre probléme revient & résoudre le systéme suivant :

Vo= DV

{

(3.26)

X = FY formule de chanpement de hase

En caleulant la premiére équation du systéme, il vient un systéme de n équations différentielles

de degré 2 non lides, c'est-d-dire solvables facilement.

=
a

Wit =— (3' — 2eos

_;}r-{_fj - (

s

L+ 1

3.27
% 05 ”+lj)iﬂ{|’] (3.27)
U ) L 7 deos [ = yn(t)
L i |, m = =L n+ 1 yni
d iy
Résolvons I'équation () = — [ 2 — 2cos ( )) yilt)
I n+1
i: 7 Ak L !
On remarque gque -~ (2 — 2cos (”_1_: l) = Eh""l' (2[:—”) = ,I‘T i
On trouve ainsi
m : [11 :
(4 . i T i )
At = A cos — & [ — |¢ B, sl —sim [ —— | 3.28
wilf) Hx‘(v' - Sin (E{H-—i-l]) )+ sin (V' mﬁm (2{”.4_1)) ) { |
c'est-fi-dire
C deos [ E i [ JE
Wit = A, cos (V E/\r—r’ + B, sin \ E}'ff
Retour i la base canonigue
D'aprés la formule de chanpement de base X = PY, il vient
20 = 3 praelt) (3.20)
g=1

; représente done la position de la masse 1 par rapport & sa position de repos, et ce exprimé

En effectuant le caleul,

o 85 (a1

dans la base canonique.

Tl

9
nilt) = Zl: (VIIJH.+ 1
2

2

1I|¢'I.l.'.+l

LT

n+1

n

zt) =

23

30

Ii‘}. f)+quiu( '“ "
"

— Al

) (e ({5

i

il vient :

gt

)
)

e

(3.30)

L

)+Bq:\'i|1( '”'
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Déterminons les constantes

Cas des constantes A,

o
Notons X (1) = : le vecteur contenant les positions initiales des masses par rapport & leur
Ll
Ay
position d'équilibre. On remarque de plus que ¥(0) = | © | (en effet, sin(0) =0 et cos{0) =1)
Ay
DV'aprés la formule de chanpement de base, on a
Y =P LX) (3.31)

Or, d'aprés le théoréme spectral, on sait que P~! = P d'oi
Y = PX(0) (3.32)

ol

T
A'q' = E P55
5=l

2

IR oo asT N q o
Wy e [lin]. A, = ; (‘P'I ol psin | ~ 1 Tap (3.33)

Cas des constantes [7,

On considére que les masses sont lichées sans vitesse initiale, d'oit ¥g € [1;n]. 240 = 0. Ce
résultat noté sous forme matricielle devient X{0) = (). D’aprés la formule de changement de base,
il vient donc

Vi =0 (3.34)
d’of Vg € [1:n],4,(0) = 0.
Or, Wy € [1:n].

ia(t) = — A,/ Ngsin (VAGE) + B2y cos (Ve (3.35)
d’oi
7g(0) = By /A, =0 (3.36)
Cr \/E #) o,

[¥a € [1:n]. B, = 0] (3.37)

Ainsi, en injectant les valeurs des constantes dans U'équation de z;(1), il vient :

0 S o ) (5 [ ) o (50)
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