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Chapitre 1

Introduction

Dans ce projet, nous devons étudier la déformation d’une membrane rec-
tangulaire, soumise à une pression. Afin d’en étudier les caractéristiques, nous
allons modéliser sa déformation grâce au laplacien et au bilaplacien. Avec les
rapports des projets précédents, nous allons tenter d’exprimer une combinaison
linéaire des deux formules vues les années précédentes.

Afin d’arriver à notre objectif principal, nous avons réalisé une étude ma-
thématique, informatique et physique des différents laplacien. Pour commencer,
nous avons travaillé sur le laplacien. Ensuite, nous avons réalisé l’étude du bi-
laplacien. Enfin, nous avons étudié une combinaison du laplacien et bilaplacien
comme modèle de déformation de membrane.
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Chapitre 2

Le laplacien.

Dans cette partie, nous allons réaliser l’étude d’une déformation de mem-
brane, d’un point de vue physique, avec une modélisation, et mathématique
avec le laplacien. Dans un premier temps, l’étude sera faite dans le cas station-
naire. Dans un second temps, nous étudierons la déformation dans le cas de
l’évolution.

2.1 Étude stationnaire pour le laplacien.
La première étude du laplacien est faite dans le cas stationnaire. Nous étu-

dions la déformation de la membrane sans évolution au cours du temps.
La membrane étudiée est une surface plane, carrée et élastique. On étudie

la déformation de la membrane suite à une pression transversale. Les bords de
la membrane sont fixés, tel que la déformation aux bords soit nulle. La surface
d’étude varie en fonction de la pression appliquée sur cette dernière. Sa surface
est représentée par la fonction u, solution d’une équation de Poisson de la forme :

−c1∆u = f (2.1)

2.1.1 Analyse numérique.
Dans la formule de Poisson, nous identifions ∆u comme étant l’application

à l’opérateur ∆ de la fonction u, c1 est la tension appliquée à la membrane et
f représente le terme source (pression sur la membrane par exemple ; source de
la déformation, à l’origine).

La fonction f est a deux variables x et y. On cherche une solution approché
fi,j au noeud (xi; yj) du maillage de Ω = [0, Lx][0, Ly]. De ce fait, nous appro-
chons la membrane à un maillage. Nous étudions donc des valeurs discrètes sur
chaque point d’intersection. Les côtés de la membrane sont définis avec Lx la
longueur et Ly la largeur.

De ce fait, nous obtenons deux pas pour passer d’un noeud à l’autre : k et h.
Nous prenons N et M représentant respectivement le nombre de division pour
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2.1. ÉTUDE STATIONNAIRE POUR LE LAPLACIEN.

chaque côté. Nous obtenons donc :

h =
Lx

N + 1
et k =

Ly
M + 1

Dans cette sous-partie, nous allons trouver une solution approchée de la
solution.

Le laplacien s’écrit de la façon suivante : ∆ux,y =
(
∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2

)
. On va donc

chercher les valeurs numériques de ∂2u
∂x2 (xi; yi) et de ∂2u

∂y2 (xi; yj). Pour cela, nous
allons calculer les accroissements locaux de u, en x et en y.

Après une combinaison de u(xi+1; yj) et u(xi−1; yj), en négligeant les restes,
nous trouvons :

∂2u

∂x2
(xi; yi) w

1

h2
[u(xi+1; yj)− 2u(xi; yj) + u(xi−1; yj)] (2.2)

La simplification de Taylor :
Et pour la combinaison de u(xi; yj+1) et de u(xi; yi−1), nous avons, tout en

négligeant les restes, nous avons :

∂2u

∂y2
(xi; yj) w

1

k2
[u(xi; yj+1)− 2u(xi; yj) + u(xi; yj−1)] (2.3)

D’après −c1∆u =
(
∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2

)
= f , si on remplace ∂2u

∂x2 et ∂2u
∂y2 par ce que

nous avons trouvé, on a donc :

fi,j = −c1
1

h2
(u(xi+1; yj)− 2u(xi; yj) + u(xi−1; yj)) (2.4)

−c1
1

k2
(u(xi; yj+1)− 2u(xi; yj) + u(xi; yj−1))

Pour faciliter l’étude mathématique, nous prenons comme valeurs : M = N ,
h = k, et c1 = 1. Notre membrane est donc un carré, et sa tension vaut 1 afin
de simplifier les calculs. Mais attention ! Cette valeur est à prendre en compte
normalement !

Après simplification, nous obtenons l’équation suivante :

(−∆u)i,j = -ui+1,j-ui,j+1 + 4ui,j-ui-1,j − ui,j-1 = h2fi,j i, j = 1, ..., N (2.5)

La condition aux limite est : u0,j = 0 j = 0, ..., N + 1, ui,0 = 0 i =
0, ..., N + 1, uN+1,j = 0 j = 0, ..., N + 1 et ui,N+1 = 0 i = 0, ..., N + 1.

Avec cette équation, nous pouvons écrire la matrice, solution de u.
Il existe différentes méthodes pour résoudre cette matrice comme : la mé-

thode de Gauss, ou encore, la méthode de Cholesky.
On peut obtenir la solution exacte du problème de Poisson (cf rapport 2015).
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2.2. ÉTUDE DE LA DÉFORMATION EN FONCTION DU TEMPS.

2.2 Étude de la déformation en fonction du temps.
Pour ce second cas d’étude du laplacien, nous nous plaçons dans le cas ou

nous essayons de visualiser la déformation de la membrane au cours du temps.
Afin de pouvoir comparer nos résultats, nous étudions le même type de mem-

brane avec les même conditions aux limites. Mais cette fois-ci, elle sera rectan-
gulaire, fixé aux bords. Ce rectangle à pour sommets OABC ; O de coordonnée
(0,0), A : (a,0), B : (0,b) et C : (a,b).

On se donne des conditions initiales : position et vitesse initiales.

2.2.1 Etude analytique.
Dans le cas stationnaire, l’équation de Poisson est la suivante :

−c1∆U = f (2.6)

Or ici, nous nous intéressons uniquement au cas de l’évolution dont l’équation
de Poisson est la suivante :

−c1∆U = f = 0

On se propose d’étudier les petits mouvements d’une membrane, plane dans
sa position d’équilibre. On rapporte l’espace à un repère orthonormé (O, Ox,
Oy, Oz), le plan (Ox,Oy) étant le plan d’équilibre. Nous supposons que le point
de la membrane qui, à l’instant initial se trouve en m(x,y) du plan d’équilibre,
prend à l’instant t, les coordonnées x,y et z = h(x,y,t). On montre que la fonction
h doit satisfaire l’équation :

∂2h

∂x2
+
∂2h

∂y2
=

1

c2
∂2h

∂t2
(2.7)
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2.2. ÉTUDE DE LA DÉFORMATION EN FONCTION DU TEMPS.

qui est aussi l’équation générale de propagation des ondes dans un milieu à
deux dimensions.

Nous chercherons des solutions élémentaires sous la forme :

h(x, y, t) = f(x, y)g(t) (2.8)

Les fonctions f et g doivent donc satisfaire l’équation

(
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
)g =

1

c2
f
d2g

dt2
(2.9)

On isole la variable t, puis par analogie avec le cas des cordes vibrantes,
sachant que la valeur commune des deux membres doit être constante, nous
prendrons cette constante négative, de valeur −ω2, de sorte que les fonctions g
et f doivent vérifier respectivement les équations :

g′′ + c2ω2g = 0 (2.10)

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+ ω2f = 0 (2.11)

On en tire d’abord que g est de la forme g(t) = Acos(cωt) + Bcos(cωt) où
A et B sont des constantes. Pour transformer l’équation aux dérivées partielles,
on opérera différemment suivant les conditions aux limites.

Ici nous nous intéresserons au cas d’une membrane carrée. Dans ce cas, nous
supposons qu’à sa position d’équilibre, la membrane vibrante occupe, dans le
plan (Ox, Oy), le carré OABC dont le sommet A a pour coordonnées (a,0) et
le sommet C est le point (0,a). La membrane reste fixée aux côtés du carré. Les
conditions aux limites sont donc pour l’équation (1) :

h(0, y, t) = 0 ; h(a, y, t) = 0 ; h(x, 0, t) = 0 ; h(x, b, t) = 0

Ce qui entraîne les conditions aux limites pour l’équation :

f(0, y) = 0 ; f(b, y) avec : 0 ≤ y ≤ b (2.12)

f(x, 0) = 0 ; f(x, a) avec : 0 ≤ x ≤ a (2.13)

En raison de la symétrie des rôles joués par les variables x et y, on cherche
des solutions élémentaires de l’équation, sous la forme :

f(x, y) = u(x)v(y)

Nous ne détaillons pas les calculs, mais finalement nous obtenons pour l’équa-
tion :

f(x, y) = sin(
nπ

a
x)× sin(

pπ

b
y)
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2.2. ÉTUDE DE LA DÉFORMATION EN FONCTION DU TEMPS.

Cette dernière est une solution qui sera associée à la fonction g(t) de la forme
w = π((na )2 + (pb )2)

1
2

Nous avons donc pour l’équation la solution élémentaire :

h(x, y, t) = (Acos(c((
n

a
)2 + (

p

b
)2)(

1
2 )πt) +Bsin(c((

n

a
)2 + (

p

b
)2)(

1
2 )πt))(2.14)

×sin(
nπ

a
x)× sin(

pπ

b
y)

A et B pourront déprendre de n et p. On les notera An,p et Bn,p. Par su-
perposition de solutions élémentaires, on obtient une solution plus générale de
l’équation sous la forme d’une série double :

h(x, y, t) =

∞∑
n,p=1

(An,pcos(c((
n

a
)2 + (

p

b
)2)(

1
2 )πt)) + (2.15)

∞∑
n,p=1

Bn,psin(c((
n

a
)2 + (

p

b
)2)(

1
2 )πt))× sin(

nπ

a
x)× sin(

pπ

b
y)

Si aux conditions aux limites, on ajoute les conditions initiales :

h(x, y, 0) = h0(x, y) 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b (2.16)

h′t(x, y, 0) = h1(x, y) 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b (2.17)

On aura à choisir les coefficients An,p, Bn,p de la série de façon à ce que

∞∑
n,p=1

An,psin(
nπ

a
x)× sin(

pπ

b
y) = h0(x, y) (2.18)

cπ

∞∑
n,p=1

Bn,p((
n

a
)2 + (

p

b
)2)(

1
2 ) × sin(

nπ

a
x)× sin(

pπ

b
y) = h1(x, y) (2.19)

Il est possible d’expliciter les coefficients An,pet Bn,p. On les cherche en
utilisant les relations d’orthogonalité. On a :
ˆ a

0

ˆ b

0

h(x, y, t)× f(x, y)dxdy = Nn,p(Bn,psin(cwt) +An,pcos(cwt)) (2.20)

Avec Nn,pune constante.
On dérive pour trouver une seconde relation :
ˆ a

0

ˆ b

0

h′(x, y, t)×f(x, y)dxdy = cwNn,p(Bn,pcos(cwt)−An,psin(cwt)) (2.21)

A t = 0, on a :
h(x, y, 0) = ho(x, y)

10 19 juin 2017



2.2. ÉTUDE DE LA DÉFORMATION EN FONCTION DU TEMPS.

h′(x, y, 0) = h′o(x, y)

On résout le système à t = 0, on obtient :

An,p =
1

Nn,p

ˆ a

0

ˆ b

0

ho(x, y)× f(x, y)dxdy (2.22)

Bn,p =
1

cw ×Nn,p

ˆ a

0

ˆ b

0

h′o(x, y)× f(x, y)dxdy (2.23)

Pour trouver la constante Nn,p, on résout le système avec la condition ini-
tiale ; à savoir : La membrane est fixée aux bords de l’étude, sachant : f(x, y) =
sin(nπa x)× sin(pπb y).

On sait que :

Nn,p =

ˆ a

0

ˆ b

0

f2(x, y)dxdy =

ˆ a

0

ˆ b

0

sin2(
nπ

a
x)× sin2(

pπ

b
y)× dxdy(2.24)

=

ˆ a

0

sin2(
nπ

a
x)× dx×

ˆ b

0

sin2(
pπ

b
y)× dy

En utilisant : sin2(x) = 1−cos(2x)
2 , on obtient :

ˆ a

0

1− cos(2× nπ
a x)

2
× dx×

ˆ b

0

1− cos(2× pπ
b y)

2
∗ dy (2.25)

.
On résout le système avec les primitives et on trouve :

Nn,p = (
1

2
a+ 2[

sin( 2nπ
a x)

2
]a0)× (

1

2
b+ 2[

sin( 2nπ
b y)

2
]b0) (2.26)

Nn,p = (
1

2
a+ sin(2nπ))× (

1

2
b+ sin(2nπ))

∀nεN, sin(2np) = 0

Nn,p =
1

4
ab (2.27)

Donc :

An,p =
4

ab

ˆ a

0

ˆ b

0

ho(x, y)× f(x, y)dxdy (2.28)

Et :

Bn,p =
4

cw × ab

ˆ a

0

ˆ b

0

h′o(x, y)× f(x, y)dxdy (2.29)
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2.2. ÉTUDE DE LA DÉFORMATION EN FONCTION DU TEMPS.

Maintenant que nous avons nos valeurs pour An,p et Bn,p, nous pouvons
exprimer l’équation de h(x, y, t) :

h(x, y, t) = [

∞∑
n,p=1

((
4

ab

ˆ a

0

ˆ b

0

ho(x, y)× f(x, y)dxdy)cos(c((
n

a
)2 + (

p

b
)2)(

1
2 )πt)) +

∞∑
n,p=1

(
4

cw × ab

ˆ a

0

ˆ b

0

h′o(x, y)× f(x, y)dxdy)(sin(c((
n

a
)2 + (

p

b
)2)(

1
2 )πt))](2.30)

×sin(
nπ

a
x)× sin(

pπ

b
y)
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Chapitre 3

Le bilaplacien.

Dans cette partie, nous allons étudier le même type de déformation, mais
avec un nouvel opérateur : le bilaplacien. L’équation de ce dernier est de la
forme c2∆2u = f .

L’étude physique de ce système est la même que pour le précédent : on
approche la membrane à un maillage, et on calcule les valeurs discrètes sur
chaque intersection.

3.1 Étude numérique.
Le bilaplacien est laplacien du laplacien :∆u. Il s’écrit : ∆(∆u) ou ∆2u.

L’équation à résoudre est donc :

c2∆2u = f (3.1)

Avec ∆2u : la solution et opérateur du bilaplacien, et c2 la tension appliquée
à la membrane et f représente le terme source (pression sur la membrane par
exemple ; source de la déformation à l’origine).

Comme pour le laplacien, on impose la condition initiale suivante u = 0. De
plus, on ajout la condition initiale suivante : ∂u∂n = 0. Ce qui revient à dire que
la membrane est fixée aux bords (aucun mouvement à ces endroits).

Afin de trouver une solution approchée de f , nous allons calculer −∆U .
Puis, nous appliquerons : U = −∆u. On aura alors : −∆(−∆u) = ∆2u, soit le
bilaplacien.

Pour −∆U , on trouve :

−∆U = − 1

h2
(Uxi+1,yj−2×Uxi,yj+Uxi−1,yj )+

1

k2
(Uxi,yj+1

−2×Uxi,yj+Uxi,yj−1
) = f

(3.2)
D’où le résultat suivant :

(∆2u)i,j =
1

k4
ui,j−2 +

2

h2k2
ui−1,j−1-(

4

h2k2
+

4

k4
)ui,j−1 +

2

h2k2
ui+1,j−1 +

1

h4
ui−2,j

13



3.1. ÉTUDE NUMÉRIQUE.

−(
4

h2k2
+

4

k4
)ui−1,j + (

8

h2k2
+

6

h4
+

6

k4
)ui,j-(

4

h2k2
+

4

k4
)ui+1,j +

1

h4
ui+2,j(3.3)

+
2

h2k2
ui−1,j+1-(

4

h2k2
+

4

k4
)ui,j+1 +

2

h2k2
ui+1,j+1 +

1

k4
ui,j+2

On impose h = k. Nous avons donc une membrane carrée. Le bilaplacien
donne alors :

(∆2u)i,j =
1

h4
ui,j−2 +

2

h4
ui−1,j−1 −

8

h4
ui,j−1 +

2

h4
ui+1,j−1 +

1

h4
ui−2,j

− 8

h4
ui−1,j +

20

h4
ui,j −

8

h4
ui+1,j +

1

h4
ui+2,j (3.4)

+
2

h2k2
ui−1,j+1 −

8

h4
ui,j+1 +

2

h4
ui+1,j+1 +

1

h4
ui,j+2

Puis, vient la factorisation par h4 :

h4(∆2u)i,j =
h4f

c2
= ui+2,j + ui−2,j + ui,j+2 − 8× (ui+1,j + ui−1,j + ui,j+1 + ui,j−1)(3.5)

+ 2× (ui+1,j+1 + ui+1,j−1 + ui−1,j+1 + ui−1,j−1) + 20ui,j + ui,j−2

Les conditions limites sont : u = 0 et ∂u
∂n = 0.

Nous obtenons une équation, avec laquelle nous pouvons écrire une matrice,
solution de u. Une résolution de cette dernière nous permet d’obtenir des valeurs
pour le crois(s)ement des mailles. On peut la résoudre avec la technique de Gauss
par exemple.

Pour obtenir la solution exacte du problème, se référer au rapport 2016.
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Chapitre 4

Combinaison linéaire du
laplacien et du bilaplacien.

Pour cette dernière partie, nous étudions le même système que dans les deux
analyses précédentes. Une membrane élastique, dont les bords sont fixées. Une
pression est appliquée sur cette dernière. L’étude se fera sur la déformation
de la membrane, dû à une pression ; cela grâce à une combinaison linéraire du
laplacien et du bilaplacien. On prend Ω = [0, 1]2.

4.1 Étude mathématique.
La combinaison linéaire du laplacien et du bilaplacien est de la forme :

c2∆2(u)− c1∆(u) = f (4.1)

Avec c2 = c1 = 1.
Avec, f est une fonction (terme source) qui dépend de x,y tel que = f(x, y) =

c2∆2(u(x, y)) − c1∆(u(x, y)), ∆u la solution et opérateur du laplacien, ∆2u la
solution et opérateur du bilaplacien, et c1 et c2 sont les tensions appliquées à la
membrane.

Comme pour le laplacien et le bilaplacien, on impose la condition limite : la
membrane est fixée aux bords (aucun mouvement à ces endroits). Autrement
dit, u = ∂u

∂n = 0 sur le bord du système. Ce sont les même condition aux limites
que le bilaplacien.

On prend le terme source suivant :

f(x, y) = 22.y − 44.y + 22x4 − 44x3 − 12x2y4 + 24x2y3 + 12xy4 − 24xy3

−12x4y2 + 24x3y2 + 12x4y − 24x3y + 70× (y2 + x2)− 276× (x2y + xy2)(4.2)
+288xy + 264x2y2 − 48× (x+ y) + 8

On obtient la solution u = x2 × y2 × (1− x)2 × (1− y)2.

15



4.2. ÉTUDE NUMÉRIQUE.

4.2 Étude numérique.
Pour un noeud xi; yj du maillage donné précédemment, en utilisant les dé-

vellopement de Taylor, on a :

(∆2u−∆u)i,j =
1

h4
ui,j−2 +

2

h4
ui−1,j−1 +

2

h4
ui+1,j−1 +

1

h4
ui−2,j

− 7

h4
(ui−1,j + ui,j+1 + ui,j−1 + ui+1,j) (4.3)

+
2

h4
ui−1,j+1 +

2

h4
ui+1,j+1 +

1

h4
ui,j+2 +

16

h4
ui,j = fi,j

A l’interrieur de la membrane, i, j = 2, .., N − 1.

i, j 2, 2 =
1

h4
u2,0 +

2

h4
u1,1 +

2

h4
u3,1 +

1

h4
u0,2 +

7

h4
(u1,2 + u2,3 + u2,1 + u3,2)

+
2

h4
u1,3 +

2

h4
u3,3 +

1

h4
u2,4 +

16

h4
u2,2 = f2,2

−

i, j 3, 2 =
1

h4
u3,0 +

2

h4
u2,1 +

2

h4
u4,1 +

1

h4
u1,2 −

7

h4
(u2,2 + u3,3 + u3,1 + u4,2)

+
2

h4
u2,3 +

2

h4
u4,3 +

1

h4
u3,4 +

16

h4
u3,2 = f3,2

i, j 4, 2 =
1

h4
u4,0 +

2

h4
u3,1 +

2

h4
u5,1 +

1

h4
u2,2 −

7

h4
(u3,2 + u4,3 + u4,1 + u5,2)

+
2

h4
u3,3 +

2

h4
u5,3 +

1

h4
u4,4 +

16

h4
u4,2 = f4,2

i, j 5, 2 =
1

h4
u5,0 +

2

h4
u4,1 +

2

h4
u6,1 +

1

h4
u3,2 −

7

h4
(u4,2 + u5,3 + u5,1 + u6,2)

+
2

h4
u4,3 +

2

h4
u6,3 +

1

h4
u5,4 +

16

h4
u5,2 = f5,2

i, j 6, 2 =
1

h4
u6,0 +

2

h4
u5,1 +

2

h4
u7,1 +

1

h4
u4,2 −

7

h4
(u5,2 + u6,3 + u6,1 + u7,2)

+
2

h4
u5,3 +

2

h4
u7,3 +

1

h4
u6,4 +

16

h4
u6,2 = f6,2

i, j 2, 3 =
1

h4
u2,1 +

2

h4
u1,2 +

2

h4
u3,2 +

1

h4
u0,3 +

7

h4
(u1,3 + u2,4 + u2,2 + u3,3)

+
2

h4
u1,4 +

2

h4
u3,4 +

1

h4
u2,5 +

16

h4
u2,3 = f2,3

On prend h = 1
8 , tel que N = 7.

On met cette équation récurente sous forme d’un système linéaire avec la
matrice notée A.
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4.2. ÉTUDE NUMÉRIQUE.

A se construit, en notant I la matrice identité, tel que :

A =

G K I 0 0
K G K I 0
I K G K I
0 I K G K
0 0 I K G

La matrice A est de taille 25*25. Le matrice I est de taille 5*5
Nous avons G et K tels que :

G =

16 −7 1 0 0
−7 16 −7 1 0
1 −7 16 −7 1
0 1 −7 16 −7
0 0 1 −7 16

K =

−7 2 0 0 0
2 −7 2 0 0
0 2 −7 2 0
0 0 2 −7 2
0 0 0 2 −7

G et K de taille 5*5.
Pour obtenir la matrice de la combinaison linéaire du bilplacien et du lapla-

cien dans le cas où c1 = 1 et c2 = 1 , on résout

M = Mbilaplacien −Mlaplacien

On résout le problème pour une solution donnée qui respecte les conditions
limites aux bords c’est à dire la membrane est fixée.

p(x, y) = x2y2 (1− x)
2

(1− y) 2

Pour obtenir le vecteur force avec précision.On cherche à calculer :

c2∆2p− c1∆p =
(
h4 − h2

)
f (4.4)

Pour obtenir la force f, on utilise le logiciel mapple pour calculer le membre
de gauche. Pour cette étude, nous avons fixé le pas h à 8. On trouve alors un
vecteur force à 25 coordonnées.
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4.2. ÉTUDE NUMÉRIQUE.

On remarque que la force est symétrique et a un minumum aux bords et
maximum au centre en

(
1
2 ; 1

2

)
. Une fois qu’on obtient ce vecteur force, on

résout le système linéaire de matrice de la forme Au = B avec A = M et
B =

(
h4 − h2

)
f .

Avec matlab on utilise la fonction linsolve et on trouve la solution de u. On
peut donc comparer le u trouvé avec matlab avec la solution exacte calculée
avec maple en utilisant le polynôme p.
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4.2. ÉTUDE NUMÉRIQUE.

Notre solution calculée est 3 fois plus petite que la solution exacte. On peut
attribuer cet différence à une erreur de modélisation. On a reproduit la même
étude avec le laplacien et le bilaplacien séparement et les solutions de maple et
matlab concordent pour le laplacien. Cependant, la modélisation du bilaplacien
pose problème on retrouve un facteur 3 entre la solution exacte calculée avec
maple et la solution numérique calculée avec matlab. On remarque que les
valeurs du laplacien sont beaucoup plus faibles que celles du bilaplacien, on en
déduit que le bilaplacien est le terme dominant.
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Chapitre 5

Méthodologie et organisation
du travail.

Pour commencer, nous avons effectué tous ensemble des recherches bibliogra-
phiques en lien avec notre thématique, ainsi qu’une observation des rapports des
années précédentes, afin de nous aider à mieux cerner le sujet. Nous nous sommes
ensuite réparti le travail en fonction de nos différentes compétences. Sachant que
Simon était en thématique ASI/GM, il avait donc plus de facilités avec les par-
ties mathématiques et informatiques du projet ; Pierre en MECA/GM, Quentin
et Sébastien en CFI/MRI avaient plus de facilités avec l’analyse physique. De
ce fait, Pierre et Quentin se sont penchés sur la modélisation mathématique
par une approche physique du laplacien dans le cas de l’évolution et ont donc
réalisé, sous Maple, cette étude, celui du cas stationnaire ayant déjà été réalisé
par un groupe lors des années précédentes. Simon s’est chargé de trouver une
combinaison linéaire entre le laplacien et le bilaplacien et l’a ensuite adapté sous
un programme Maple. Sébastien a récupéré les rapports des groupes des années
précédentes et a commencé à rédiger le notre. Mr GLEYSE nous a appris com-
ment utiliser Maple afin de pouvoir modéliser nos études. Nous nous sommes
ensuite retrouvés en dehors des heures de cours pour avancer sur le projet et
le rapport. Enfin l’aide et les explications de Mr GLEYSE nous ont été d’une
grande utilité pour l’aboutissement de ce projet.
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Chapitre 6

Conclusion.

Lors du déroulement du projet, nous avons axé notre étude du projet suivant
trois axes : mathématique, numérique et physique. Nous avons vérifié les modèles
des années précédentes et en avons proposé deux nouveaux, celle de l’étude
du laplacien dans le cas de l’évolution avec une membrane carrée, ainsi que
l’étude de la combinaison linéaire du laplacien et du bilaplacien. Nous avons
tenté à chaque fois de justifier la validité de chaque modèle. Des compétences
en programmation ont été nécessaires pour la manipulation des programmes
Maple et Matlab, ainsi qu’en mathématique afin de comprendre les formules sur
les séries de Fourier et le développement de Taylor.

Au delà des connaissances scientifiques, ce projet nous a été profitable sur
le plan personnel et humain. Il nous as permis de développer des capacités
d’organisation, de communication et de discipline, qualités indispensable à tout
ingénieur.

En ce qui concerne la poursuite de ce projet, nous avons pensé qu’une piste
vers une étude du bilaplacien dans le cas de l’évolution était envisageable ainsi
qu’affiner le cas de la combinaison linéaire en faisant varier les constantes c1 et
c2.
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Annexe A

Listing des programmes
réalisés.

Quatre programmes ont été utiles dans le cadre de ce projet :
— laplacien-simple.pas
— Evolution.mw
— combinaison-lineaire.mw
— matrice-2525.m

23



Annexe B

Codes.
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program deformationMembrane;
const q=50 ;
Type matrice = array [1..q,1..q] of Real;
matrice2 = array [1..q] of Real ;
var A,L,Lt : matrice;
b,Y,X : matrice2; i,j,m,p ;
rang: Integer ;
K, N, valeur, valeur2 : real ;

procedure initialiserMatrice(dim : integer ; var A : Matrice);
var i, j : Integer;
begin

For i:= 1 to dim do
For j := 1 to dim do

A[i, j] := 0;
end;

procedure affichage_matrice (mat: matrice);
var i,k:Integer ;
begin

For i:= 1 to p do
begin

writeln();
For k:=1 to p-1 do

write(mat[i,k]:4:1,’ | ’) ;
write(mat[i,p]:4:1) ;

end;
end;
procedure affichage_matrice2 ( mat: matrice2);
var k:Integer ;
begin

writeln();
For k:=1 to p do

writeln(mat[k],’|’) ;
end;
begin

writeln(’Rang de la matrice? rang ’,q,’ maximum et
entier’) ;↪→

readln(p);
initialiserMatrice(p, A);
write(’Valeur pour la diagonale du bloc central : ’);
readln(valeur);
For i := 1 to p do

A[i, i] := valeur;
write(’Valeur pour les diagonales sup et inf du bloc

central : ’);↪→
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readln(valeur2);
For i := 1 to p do

if (i MOD 3) <> 0 then
begin

A[i + 1, i] := valeur2;
A[i, i + 1] := valeur2;

end;
write(’Valeur pour les diagonales des blocs sup et inf :

’);↪→

readln(valeur);
rang := 4;
For i := 1 to (1 + p - rang) do
begin

A[i, rang + i - 1] := valeur;
A[rang+1-1,i] := valeur;

end;
writeln(’tapez 1 pour taper le vecteur b’);
readln(i);
if i=1 then

for j:=1 to p do
begin

readln(K);
b[j]:=K;

end
else
for j:=1 to p do
begin

readln(K);
X[j]:=K;

end;
for i:=1 to p do
begin

b[i]:=0;
for j:=1 to p do

b[i]:=b[i]+A[i,j]*X[j]
end;
writeln();
writeln(’A = ’);
affichage_matrice(A);

writeln();
writeln(’X=’);
affichage_matrice2(X) ;

writeln();
writeln();
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writeln(’b = ’);
affichage_matrice2(b) ;

For i := 1 to p do
For j := 1 to p do

L[i,j] := 0 ;
affichage_matrice( A);
L[1,1] := sqrt(A[1,1]);
affichage_matrice( L);
For i := 2 to p do

For j := 1 to i do
begin

If j>1 then
begin

K:=0 ;
N:=0 ;
For m := 1 to j-1 do
begin

K := K + sqr(L[j,m]) ;
N := N + L[i,m]*L[j,m] ;

end;
If j = i then
begin

L[j,j] := sqrt( A[j,j] -
K);↪→

end
Else
if L[j, j] <> 0 then

L[i,j] := (A[i,j] -
N)/(L[j,j])↪→

else
writeln(’ERREUR : DIVISON

PAR ZERO’);↪→

end
Else
begin

If j = i then
L[j,j] := sqrt( A[j,j])

Else
if L[j, j] <> 0 then

L[i,j] :=
(A[i,j])/(L[j,j])↪→

else
writeln(’ERREUR :

DIVISON PAR ZERO’);↪→

end;
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end;
writeln(’L =’);

affichage_matrice( L);
writeln();
For i := 1 to p do

For j := 1 to p do
Lt[i,j] := L[j,i];

writeln();
writeln(’Lt =’);
affichage_matrice(Lt);

writeln();
Y[1] := b[1]/L[1,1] ;

For i:= 2 to p do
begin

K := 0 ;
For j := 1 to i-1 do

K := K + L[i,j]*Y[j] ;
Y[i] := (b[i]-K)/L[i,i] ;

end;
writeln();
writeln(’Y =’);
affichage_matrice2(Y) ;

writeln() ;
X[p] := Y[p]/Lt[p,p] ;
For i := p-1 downto 1 do
begin

K := 0 ;
For j := i to p do

K := K + Lt[i,j]*X[j] ;
X[i] := (Y[i]-K)/(Lt[i,i]);

end;
writeln(’X=’);
affichage_matrice2(X) ;
writeln();
readln();

end.
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