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Comparaison de deux échantillons

@ 118 utilisent une méthode statistique
sur 140 théses en médecine : @ 87 présentaient des tests statistiques.

» 53 tests du x?
» 33 tests de Student.

Le succés de ces 2 tests est dii a la question a laquelle ils répondentJ

il y a t'il oui ou non une relation entre ces deux variables ?

@ deux variables qualitatives : test du y?
» Les jurys de Rouen et de Lyon ont-il noté de la méme facon ?

@ une variable qualitative et |'autre quantitative : Analyse de la variance
» ces deux variétés ont elles le méme rendement ?

@ deux variables quantitatives : test de Student
» y a t'il une relation entre la concentration d'ozone et la température ?



Question et décisions

Questions ?

@ Ce nouveau médicament est-il meilleur que celui que I'on utilise ?

test en double aveugle
test avant/aprés

@ Les jurys de Rouen et de Lyon ont-il noté de la méme facon ?

Deux échantillons (éventuellement pas de méme taille)

X1, -y Xn

.yl’ R ym

Décisions 7
@ Les hypothéses :

les deux échantillons sont issus de la méme loi parente
les loi sont différentes

OHo




Différents types d’'échantillons : 3 distinctions
@ Qu’observe t'on ?7 Variables qualitatives / Variables quantitatives
@ Comment observe t'on 7 Echantillons indépendant / appariés

@ Quelles sont nos hypothéses a priori 7 Modéle Gaussien / inconnu

Deux variables

Quantitative

[Connu} [Inconnu} [Indep} [Appariés} [Indep} [Appariés}

Test asscocié : McNemar x? Student  Student Ap. Wilkoxon Signe




Différents types d’'échantillons : 3 distinctions

©0 © o000

Ces deux variétés ont elles le méme rendement, hypothése normale
Les jurys de Rouen et de Lyon ont-il noté de la méme facon ?

Taux de pollution & Paris avant et aprés l'installation d'un dispositif de
dépollution, hypothése normale

L'effet de la prise du médicament sur le taux de calcium dans le sang
contre un placebo

Est-ce que ce médicament augment le taux de calcium dans le sang 7

Lequel de ces deux réseaux de neurones donne le taux de classification
le plus faible 7



Quantitatif / indépendant / modéle Gaussien

La question : le taux de pollution a Paris est-il le méme qu’'a Berlin ?

. Taux de pollution & Paris : X ~ N (ux,0%)
Le modele { Taux de pollution & Berlin : Y ~ N (uy,0%)

X = Paris X1 Xi Xn
Y = Berlin Yi ... Y; Ym
Analogue a une variable qualitative (ville) et une variable quantitative (taux)
J— 0,2 J— 0,2
XN./\/(/,LX,TX) et YNN(uy, ;Y)
Les hypothéses
Ho : les sont est les mémes :  ux = py et ox = oy
Hi : les taux sont différents :  ux # py

La stratégie du test
@ On commence par vérifier |'hypothése d'égalité des variances

@ Si I'hypothése d'égalité des variances n'est pas rejetée, on peut tester
I'égalité des espérances



Quantitatif / indépendant / modéle Gaussien

On commence par vérifier I'hypothése d'égalité des variances

Test de Fisher : test de d'égalité des variances de 2 échantillons gaussiens

Les hypothéses (avec le modéle gaussien)
{ Ho : les sont est les mémes :

Ox =0y ou o9x — 1
H1 : les taux sont différents :

oy
o
Ux;éO'y ou ﬁ#l

La statistique Sous Hy, la loi de Fisher(-Snedecor) ou loi F de Snedecor

',’_—\ _ nil Z?:l(xi - y)z

a1 L (Yi = Y)?

~F(n—-1,m—-1)

P-valeur (fractiles de la loi de Fisher si F < 1)

p-val :P(l/ﬁ<]—"(n—1,m—1))+]P<:E>]-'(n—1,m—1)>

https://www.itl.nist.gov/div898/handbook/eda/section3/eda359.htm
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Quantitatif / indépendant / modéle Gaussien
Si I'hypothése d'égalité des variances n'est pas rejetée, on peut tester
I'égalité des espérances

Test de Student : test de d'égalité des espérances de 2 échantillons
gaussiens

N Ho : les sont est les mémes : =
Les hypothéses { 0 X = Ky

Hi : les taux sont différents :  ux # py

La statistique Sous Ho,
_ 1 1 ~ X-Y
X—Y~N(0,a2 <+)> e T2V T
n m /32(l+l)
1 n m
~2 . X)2 . _ V)2
avec o S (Z(X, X) +§(Y' Y))

i=1

P-valeur (fractiles de la loi de student)

pval =P (| T| < 77,+m_2) P (—| T > 77,+m_2)

https://www.itl.nist.gov/div898/handbook/eda/section3/eda353.htm


https://www.itl.nist.gov/div898/handbook/eda/section3/eda353.htm

Quantitatif / indépendant / modéle Gaussien

Les observations
X = Paris | 533 613 566 450 535 632 424 583 627
Y = Berlin | 532 600 564 459 519 6,17 411 586 6,13 4.68

Test de Fisher :

F_ A (XK= X)2 090
g o (Yi—=Y)2 077

p-val =P (1/1.16 < F(8,9)) +P(1.16 > F(8,9)) = 0.422 + 0.412 = 0.834

Conclusion (décision) on garde Hg, on peut faire le test de student

1.16

Test de student : o
52 = 1/17sumf_, (X; — X)2 + 3", (V; — V)2 = (8.10 + 7.74)/17 = 0.93
~ X-Y
T = 0 = 07 97
52 (l 4 l)

n m
p-val =P (0,97 < T17) + P (-0,97 > T17) = 0,17
Conclusion on garde Hyg : les observations ne permettent pas de distinguer le taux
de pollution de Paris de celui de Berlin



Quantitatif / appariés / modéle Gaussien

La question : le taux de pollution a Paris est-il le méme aprés l'installation

d'un dispositif de dépollution

X = Avant X1 X; Xn
Le modéle vY=aApres | Yo ... ... ... Y ... ... .. Yp
D=X-Y | D, ... ... .. Db ... ... ... Dn

XNN(MX70)2()7 YN./\/‘(My,O'%/), D:X_YNN(/J'X_MYvaf))

Les hypothéses

Ho : les taux sont est les mémes : D ~ N(0,0%)

H1 : les taux sont différents : D ~ N(up,o3) avec up # 0
La statistique : Sous Ho,

D= ,172 b ~ Tn-1

n

Q)
N

Individu | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Avant 533 6.13 566 450 535 632 424 583 627 4,86
Aprés 532 6,00 564 459 519 6,17 4,11 586 6,13 4,68




Quantitatif / indépendant / modéle inconnu

Le médicament augmente le taux de calcium dans le sang : comparaison en

double aveugle avec un placebo

. Ho : le médicament n'a pas d'effet
Les hypothéses : )
H; : le taux de calcium a augmenté

Test de rang : Wilcoxon Rank Sum test ou encore Wilcoxon
two-sample test. Le test de Mann-Whitney est [égérement différent

Les observations :

Médicament :  8.50 9.48 8.65 8.16 7.76 8.25
Placebo: 8.27 8.20 8.63 8.14 9.00 8.10 7.20 8.32 7.70

On mélange et on trie

Rang : 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Obs. : 72 7.7 7.76 8.1 8.14 8.16 8.2 8.25 8.27 8.32 8.5 8.63 8.65 9.0

La somme des rang des observations avec le médicament est de

w;=3+6+8+11+13415=56

15
9.48



Quantitatif / indépendant / modéle inconnu

La somme des rang des observations avec le médicament est de
wy,=3+6+8+11+13+15=56

Le modéle Sous Hp, la somme des rangs IE(W,) = uw et Var(Wa) = o3,

1 1
avec puy = 5”1("1 +nm+1)=148et 02W = Enlng(nl +m+1)=72

La statistique : Sous Hp, si n est grand...

M ~ N(0,1)

[ 2
T

La p-valeur :

Pval=P [Z2>Y2 "W _0943| =0.173  avec Z ~ N(0,1)
2
\Vow

https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy . stats. ranksuns . html


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.ranksums.html

Wilcoxon distribution

APPENDIX J: Tables of Distributions and Critical Values

1-tail o = 0.025 a = 0.05 1-tail o = 0.025 a = 0.05
2-tail a=0.05 a=0.10 2-tail a=0.05 a=0.10
m n W d P W d P |m n W d P W d P
3 3 615 1 .0500 | 5 10 23 57 9 12 .0496
3 41 6 18 1 0286 5 11 214 61 10 13 .04149
3 5 620 1 0179 720 2 .0357 | 5 12 26 64 12 14 .0409
36 723 2 0238 822 3 0476 | 5 13 27 68 13 16 .0473
3 7 726 2 0167 825 3 0333 5 14 28 72 14 170435
3 8 828 3 0242 927 4 0424 5 15 20 76 15 19 0401
3 9 8 31 3 0182 10 29 5 0500 5 16 30 80 16 20 .0455
3 10 933 4 0245 1032 5 0385 | 5 17 32 8 18 21 .0425
3 11 936 4 0192 1134 6 040 | 5 18 33 87 19 23 .0472
3 12 1038 5 0242 1137 6 0352 | 5 10 34 91 20 240442
3 13 1041 5 0196 1239 7 0411 | 5 20 35 95 21 26 .0485
3 14 11 43 6 0235 13 41 8 0456 5 21 37 98 23 27 0457
3 15 11 46 6 .0196 13 44 8 0380 5 22 38102 24 29 0496
3 16 1248 7 .0237 1446 O 0423 | 5 23 30 106 25 30

317 1251 7 0202 1548 10 0465 | 5 24 40 110 26 31

3 18 1353 8 .0233 1551 10 .0398 | 5 28 33

3 19 1356 8 .0201 1653 11 .0435 | 6 6 8

3 20 14 58 9 0232 17 55 12 0469 6 7 9

3 21 1461 9 .0203 1758 12 .0410 | 6 9 11

3 22 1563 10 020 1860 13 0443 | @ 11 13

3 23 1566 10 .0204 1962 14 .0473 | 6 12 15

3 24 1668 11 20 1065 14 0421 | 6 14 17

3 25 1671 11 0205 20 67 15 0449 6 15 18

4 4 1026 1 0143 1125 2 .0286 | 6 7 20

4 5 1120 2 015 1228 3 .0317 | 6 18 .0204 84 22

Elte University (2016) Table of critical values for the Wilcoxon rank-sum test
http://plantsys.elte.hu/oktatas/Biometria/tablazatok/Wilcoxon_table_ketmintas_probahoz.pdf


http://plantsys.elte.hu/oktatas/Biometria/tablazatok/Wilcoxon_table_ketmintas_probahoz.pdf

Quantitatif / appariés / modéle inconnu

La prise du médicament fait diminuer le taux de potassium dans le sang

Test du signe

Individu | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Avant 533 6.13 566 450 535 632 424 583 627 4386
Aprés 532 6,00 564 459 519 6,17 4,11 586 6,13 4,68
Signe - - - + - - - + - -

La statistique et le modéle Sous Hy, N le nombre de signes + suit une loi
binomiale N ~ B(n =10,p = 1/2)
La p-valeur :

P-val =P (N < n=2)=0.05469  avec N ~ B(n=10,p =1/2)

Conclusion on garde Hg : le médicament n'a pas d’effet (il faudrait tester
plus d'individus, augmenter n).



Quantitatif / appariés / modéle inconnu

La prise du médicament fait diminuer le taux de potassium dans le sang

Test de Wicoxon signé

Individu | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Avant 533 6.13 566 450 535 6,32 424 583 627 486
Aprés 532 6,00 564 459 519 6,17 411 586 6,13 4,68
Signe Diff. | 0,01 0,13 0,02 -0,09 0,16 0,15 0,13 -0,03 0,14 0,18
Trié | diff.] | 0,01 002 003 009 013 0,13 0,14 0,15 016 0,18
rang 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
signe + + - - + + + + + +

La statistique et le modéle Sous Hp, la somme des rangs de signes + suit

la loi de Wilcoxon signée, asymptotiquement gaussienne Wa ~ N (4, af‘)
1 1)(2 1

avec i = M = 27,5 et af\ = n(n+1)(2n +1) = 96,25

2
La p-valeur : on observe wg =1+2+4+5+6+7+8+9+10=48

P-val :IP(WA < wgy :48) %0,04

Conclusion on rejette Hg : le médicament a bien un effet.



Qualitatif / appariés / modéle inconnu

Le test du chi 2
La question : est-ce que les deux jury ont noté de la méme facon ?

@ Hypothéses : choix de I'état de référence Ho

Ho : les jurys sont identiques
Hi : les jurys sont différents

@ Modéle : si les jurys sont identiques alors les variables sont
indépendantes IP(recu par le jury 1) = P(requ)IP(passer par le jury 1)
@ Décision :
» calcul de la p — valeur. Si I'on admet |'équivalence des jurys, quelle est
la probabilité d’observer un tableau encore plus « différent » que celui
qu'on a.
> Prise de décision : si cette probabilité est faible (typiquement inférieure
a 0,05), on rejette I'hypothése Hg



Le tableau de référence

Comment calculer « la probabilité d’observer un tableau » ?
Pour répondre a cette question, on peut construire un tableau théorique,

] 0 \ recu \ refusé \ \
Jury 1| 50 5 55
Jury 2 | 47 14 61
Jury 3| 56 8 64

153 27 180

Table: Données marginalisées (a gauche : les effectif marginaux sont en gris) et

] T \ recu \ refusé H \
Jury 1| 46,75 | 8,25 30,56%
Jury 2 | 51,85 | 9,15 33,89 %
Jury 3 | 54,40 | 9,60 35,56 %

y [85% [ 15% || 180 |

effectifs théoriques sous Hg (3 droite en bleu)

N

n

_po_]_>

153

180

=0,85

Comment mesurer la distance

D(O, T) entre le tableau observé (O) et le tableau théorique (T)

0,85 x 0,30 x180 =
N————
aj:ﬁfof’\oj

153 x 55

180

= 46,75




Comment mesurer la distance entre les tableaux

Definition (Distance du x?)

Soit O un tableau de contingence de [ lignes et J colonnes d'effectif total
n. Soit T un tableau de probabilité de méme dimension. On appelle
distance du x? entre les tableaux O et T la quantité

I J

J ~
po,n=33 % Ti T,-J-Tij)2 oy Wiy

n pjj
i=1 j=1 i=1 j=1 Pij

Ojj = Njj les effectifs observés
Tij = n pjj les effectifs théoriques sous hypothése d'indépendance
n I'effectif total

pij la probabilité estimée sous hypothése d'indépendance
Exemple :
_ (50—46,75)%> |, (5—8,25)% |, (47—51,85)2 , (14—9,15)> , (56—54,40)2 , (8—9,60)2
D(O’ T) - 46,75 + 8,25 + 51,85 + 9,15 + 54,40 + 9,60

0,2259 + 1,2803 + 0, 4537 + 2, 5708 + 0, 0471 + 0, 2667
4,84



Distance du )? est-elle grande ?
D(O, T)=4,84
Est-ce Grand ? p-valeur = IP(D(O, T) > 4, 84)

| O | recu [ refusé | ‘ | T | requ | refusé || ‘
Jury 1 50 5 55 Jury 1 | 46,75 8,25 30,56%
Jury 2 | 47 14 61 Jury 2 | 51,85 | 9,15 33,89 %
Jury 3 | 56 8 64 Jury 3 | 54,40 | 9,60 35,56 %
153 | 2r | 180 y [85% [ 15% [ 180 |

sous I'hypothése Ho D est distribué suivant une loi du x> a (3—-1)(2—-1) =2
degrés de libertés :

p-valeur = P(D > 4,84) = 0,0887 \

On estime a 8,9% la probabilité d’observer un tableau encore plus différent que
celui que I'on a. On conclue que la distance n'est pas trés grande et que I'on ne
peut pas rejeter I'hypothése d'indépendance des jurys.

Il est trés peu vraisemblable que D(O, T) = 0. Autrement dit, des résultats trop loin des
prévisions sont mauvais, mais des résultats trop bons ont vraisemblablement été falsifiés...



Theorem (Théoréme du x? (Pearson))

~ |
N; — n p; 2 2
Xi= —F— Xi— Xi-1
Vb ; '
Nj — n By L2
Xj=—=" D D X — Xiou-

\/nﬁ,'j

i=1 j=1

1)

Eléments de preuve dans le cas d’une variable a /| = 2 modalités.

dans ce casona n= Ni + N> et p1 + p2 =1 et Ny ~ B(n, p1). Pour des échantillons assez

grand on peut accepter une estimation gaussienne

Ny — N1 — npp)?
1 — np1 ~ N(0,1) N (Ny 1ZP1)
np1(1 — p1) np1(1 — p1)

(N1—npy)®  _ (N1—npy) _
np1(1—p1) np1(1 P1; (1 p1+ ’;:)
— 17”p1 17I7P1
- npL + n(1—p1) >
et _ (Ni—npy) + (N1—npy —n+n)
np1 n(l1—p1)

_ (Ni—npy)? + (N2 —np3)?
- np1 n(1—p1)

2
_ Z (Ni — ’7Pi)2
i=1 npi

2




Mise en ceuvre du test du y?

o

2]
o
o

© 0

on construit un tableau de contingence O des observations (2 variables
qualitatives de respectivement / et J modalités)

: 1 J
on calcule les marginales p; = 7> -1 Oj
on calcule pour chaque case du tableau des effectifs théoriques
Tij = np;pj (en supposant |'indépendance)
on calcule la distance du x?
i J
-y (05— Ty)?
i=1 j=1 U

on calcule le nombre de degrés de liberté du x2 : d = (/ — 1)(J — 1)

on regarde dans les tables d'une variable aléatoire Z distribué suivant
une loi x? a d degrés de liberté la p-valeur de D(O, T)

pval = IP(Z > D(0, T))

on décide qu'on ne peut pas conclure a la dépendance si la p-valeur
est supérieure a 0,05, si pval > 0,05



Conditions d’utilisation du test du \?

@ des observations tirées au hasard
@ des observations indépendantes
@ n suffisamment grand

@ des Effectifs > 5 pour chaque élément du tableau



Conclusion

La réalité est bien plus complexe...

SELECTION OF APPROPRIATE STATISTICAL TESTS
Desription of Comparison of one Comparison Comparison of three or Measure association Prediction
one Group Grouptoa of two groups mare groups between two groups
hypathetical value I
! ]
R o N Unpaired paired Unpaired From another From several
1 3 groups groups [ groups measured or
A l oot
ND  NND 3 variables
7 R
) Lo B 1
One Wilcon- *  square 71 R =
sample on test R S,
ttest Lo N [ L
AJEE ) A |
R1 o N fsen whitney \
test \ Multiple
3 measures et wzmm
Fisner's ANOVA e
iz NB| Proporion O & e e
) 3 sauae
Mean, [ MeNam ,':’,'..:'.':, L)
=8 | =L & N
Median, ¥ § | [
Interquartile Paired  wilcoxon test WD | | NND e
Range ttest Chi-Square togasc
— Regression,
R/l = Ratio & Interval Data, O = Ordinal Data, One .
N = Nominal o Spearman Multiple Linea
ANOVA Krushkal Correl essions or
ND = Normal distribution, NND = Non Normal Wallis test Muish
Distribution
Prof. Rajeev Pandey, DATA SCIENTIST, DATA ANALYTICS CORE GROUP (DACG)
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