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La question du test

Laquelle de ces deux variétés s’agit-il Varonne ou Touselles de Mayan ?
-> seule la variété Varonne permet de faire du bon whisky

Le taux de naissance des deux genres est égal (Laplace 1778)
réponses : oui ou non

La durée de vie de ce téléphone portable est inférieure à 1000 jours
réponses : oui ou non

Ce nouveau vaccin est efficace (plus efficace que l’ancien) ?
actions : si oui on va le distribuer

Ce candidat va gagner les élections
réponses : oui, non, on ne peu pas dire



Attention aux raisonnements faux
Laquelle de ces deux variétés s’agit-il Varonne ou Touselles de Mayan ?
-> seule la variété Varonne permet de faire du bon whisky

Le taux de naissance des deux genres est égal (Laplace 1778)
non parce qu’on à observé 502 naissance de garçon et 498 de filles (et
502 6= 498)

La durée de vie de ce téléphone portable est inférieure à 1000 jours
non parce que le mien est tombé en pane au bout de 978 jours

Ce nouveau vaccin est efficace (plus efficace que l’ancien) ?
non parce qu’on a observé des personnes malades qui ont été vaccinées

Ce candidat va gagner les élections
oui parce que les sondage lui prédisent un score de 51 %



La question du test : deux hypothèses s’affrontent

La durée de vie de ce téléphone portable est inférieure à 1000 jours ->
réponses : oui ou non
du point de vue du client : H0 : non H1 : oui On n’y croit pas
Ce nouveau vaccin est efficace (plus efficace que l’ancien) ? -> actions : si
oui on va le distribuer H0 : non H1 : oui On ne va pas se lancer dans le
fabrication d’une nouveau vaccin pour rien.
Ce candidat va gagner les élections -> réponses : oui, non, on ne peu pas
dire
il faut faire deux tests
L’hypothèse nulle notée H0
L’hypothèse alternative notée H1 est l’hypothèse complémentaire à
l’hypothèse nulle



La question du test : un exemple simple

Dans un sac j’ai mis deux types de pièces. Je tire
une pièce dans le sac, je la lance 10 fois et
j’obtiens k piles. De quelle pièce s’agit-il ?

1 j’ai mis deux pièces dans un sac
I une équilibrée (p = 0, 5) et l’autre pas (p = 0, 7)
I hypothèses/décision, vraisemblance, règle de décision

2 j’ai mis mille et une pièces dans un sac
I mille équilibrées (p = 0, 5) et l’une seule qui ne l’est pas (p = 0, 7)
I hypothèses déséquilibrées, rapport de vraisemblance + seuil

3 j’ai mis deux pièces dans un sac, mais une que je ne connais pas.
I une équilibrée (p = 0, 5) et l’autre non, mais p est inconnu.
I hypothèses déséquilibrées, rapport de vraisemblance + 2 seuils



Vraisemblances et rapport de Vraisemblances

IP(X1, . . . ,Xn | p = 0, 5)

IP(X1, . . . ,Xn | p = 0, 7),

IP(X1, . . . ,Xn | p = 0, 5)
IP(X1, . . . ,Xn | p = 0, 7)

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p 0.5 .001 .010 .044 .117 .205 .246 .205 .117 .044 .010 .001
p 0.7 .000 .000 .001 .009 .037 .103 .200 .267 .233 .121 .028
L0/L1 165 70.8 30.4 13.0 5.58 2.39 1.02 .439 .188 0.08 0.03



La question, hypothèse et modèle statistique

si H0 est vraie que peut-on s’attendre à observer



hypothèses, modèle statistique et p-valeur

Definition (p-valeur)

C’ est la probabilité pour un modèle statistique donné sous l’hypothèse
nulle d’obtenir la même valeur ou une valeur encore plus extrême que celle
observée.

La valeur p n’est pas la probabilité que l’hypothèse H0 soit vraie.
La valeur p indique dans quelle mesure les données sont conformes à
l’hypothèse H0

erreur à priori : α
erreur a posteriori : p-valeur



Test = hypothèses + décision
Soient

X une variable aléatoire.
On considère des hypothèses qui portent sur la nature d’une variable
aléatoire
Deux hypothèses non symétriques : H0 et H1

On cherche à tester H0 à partir d’un Échantillon (X1, . . . ,Xn)

Definition (Test statistique)

Tester deux hyothèses H0 et H1 c’est définir une fonction de décision D

D : IRn 7−→ {0, 1}
(x1, . . . , xn) −→ D(x1, . . . , xn)

si D(x1, . . . , xn) = 1 on rejette H0 (on décide H1)

Cette fonction D réalise une partition de l’espace des échantillons



Hypothèses et décisions

La fonction de décision réalise une partition de l’ensemble des échantillons

Definition (Régions de décision)

Région d’acceptation : l’ensemble W des réalisations (x1, . . . , xn) pour
lesquelles on garde H0 (D(x1, . . . , xn) = 0)

Région critique : l’ensemble W des réalisations (x1, . . . , xn) pour
lesquelles on rejette H0 (D(x1, . . . , xn) = 1)

W W

On a deux hypothèses et deux décisions possibles



Mesures d’erreur et d’efficacité d’un test

4 situations :
H0 H1

D(x1, . . . , xn) = 0 1− α β

D(x1, . . . , xn) = 1 α 1− β
2 erreurs :
α probablité de rejeter H0 (D(x1, . . . , xn) = 0) alors que H0 est vraie

α = IP(D = 1|H0) =

∫
(x1,...,xn)∈W

L(x1, . . . , xn,H0) dx1, . . . , dxn

β probabilité de garder H0 (D(x1, . . . , xn) = 0) alors que H1 est vraie

β = IP(D = 0|H1) =

∫
(x1,...,xn)∈W

L(x1, . . . , xn,H1) dx1, . . . , dxn

Definition (puissance d’un test (d’une règle de décision))

1− β la probabilité de rejeter hypothèses nulle avec raison



Méthodes de construction des tests
Comment construire D ?
Cas des tests à hypothèses simples (HS = une hypothèse paramétrique qui
caractérise entièrement la loi de probabilité)

Definition (Tests du rapport de vraisemblance)

W =

{
x1, . . . , xn |

L(x1, . . . , xn,H1)

L(x1, . . . , xn,H0)
> k

}

D(x1, . . . , xn) =

{
0 si L(x1,...,xn,H1)

L(x1,...,xn,H0)
≤ k

1 sinon

Exemple : tester deux valeurs pour l’espérance d’une loi normale
Comment trouver k ?
Pour un test de risque α on a

α = IP(D = 1|H0) = IP
(
L(x1, . . . , xn,H1)

L(x1, . . . , xn,H0)
> k

∣∣∣ H0

)



La méthode de Neyman–Pearson

Definition (Le principe de Neyman–Pearson)

pour un α fixé, trouver la fonction de décision qui minimise β
(ou qui maximise 1− β la puissance du test)

min
D

IP(D = 0|H1) =
∫
(x1,...,xn)∈W L(x1, . . . , xn,H1) dx1, . . . , dxn

avec α = IP(D = 1|H0) =
∫
(x1,...,xn)∈W L(x1, . . . , xn,H0) dx1, . . . , dxn



La méthode de Neyman–Pearson

Definition (Le théorème de Neyman–Pearson)

Le test du rapport de vraisemblance

W =

{
x1, . . . , xn |

L(x1, . . . , xn,H1)

L(x1, . . . , xn,H0)
> k

}
tel que k soit fixé de sorte que

α =

∫
(x1,...,xn)∈W

L(x1, . . . , xn,H0) dx1, . . . , dxn

est optimal au sens du principe de Neyman–Pearson (parmi tous les tests
de risque α, c’est celui de puissance maximale).

Preuve : soit W ′ un autre test de risque α on a donc

α =

∫
W

L(x1, . . . , xn,H0) dx1, . . . , dxn =

∫
W ′

L(x1, . . . , xn,H0) dx1, . . . , dxn



Comparaison de deux fonctions de décision

W
W W ′ W

′

1

2

3

4

Zone 1 (W et W ′) =
L(x1, . . . , xn,H1)

L(x1, . . . , xn,H0)
≤ k et W ′

Zone 2 (W et W ′) =
L(x1, . . . , xn,H1)

L(x1, . . . , xn,H0)
> k et W ′

Zone 3 (W et W ′) =
L(x1, . . . , xn,H1)

L(x1, . . . , xn,H0)
> k et W ′

Zone 4 (W et W ′) =
L(x1, . . . , xn,H1)

L(x1, . . . , xn,H0)
≤ k et W ′



Comparaison de deux fonctions de décision
W et W ′ sont tout les deux de même risque α :

α =

∫
W

L(x1, . . . , xn,H0) dx1, . . . , dxn =

∫
W ′

L(x1, . . . , xn,H0) dx1, . . . , dxn

=

∫
2

L(0) dx +

∫
3

L(0) dx =

∫
3

L(0) dx +

∫
4

L(0) dx

=

∫
2 = L(1)

L(0)>k∩W ′
L(0) dx =

∫
4 = L(1)

L(0)≤k∩W ′
L(0) dx

et

βW − βW ′ =

∫
W

L(x1, . . . , xn,H1) dx1, . . . , dxn −
∫
W

′
L(x1, . . . , xn,H1) dx1, . . . , dxn

=

∫
1

L(1) dx +

∫
4

L(1) dx −
∫

1
L(1) dx −

∫
2

L(1) dx

=

∫
4 = L(1)

L(0)≤k∩W ′

L(1)
L(0)

L(0) dx −
∫

2 = L(1)
L(0)>k∩W ′

L(1)
L(0)

L(0) dx

≤ k

∫
4 = L(1)

L(0)≤k∩W ′
L(0) dx − k

∫
2 = L(1)

L(0)>k∩W ′
L(0) dx = 0
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