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Estimateur et vraisemblance

Le modéle : X de loi parente de distribution f(x)
Echantillon i.i.d.

(X1,...,Xn)

Vraisemblance : N
L(07X17 s 7XI7) = H fg(X,)
i=1

Log vraisemblance :

00, X1, ..., Xn) = log L(0, X1,..., Xp) =) log fy
i=1

Estimateur du max de vraisemblance

80, X1, . .., Xn)
o0

Ouny = argmax/((0, X1, ..., X,)
0

(Xi)

0=0my

=0



Information de Fisher
X de loi parente de distribution fy(x), échantillon i.i.d. et vraisemblance

(X, Xn) L0, X1, X)) =[] (X))
i=1
Log vraisemblance :
00, X, ..., Xn) = log L(0, X1,..., Xn) = > _ log fy(X;)
i=1

Estimateur du max de vraisemblance

A0, X1, ..., Xn)
a0

=0

0=0mv

ng =argmax{(0, X1,...,Xp)
(%

Information de Fisher

2
1n(6) = Var(ae(a,xgé . ,Xn)) CE (a z(e,gléé . ,Xn))




Fiche recette

© Vraisemblance : L(0, Xy,...,X,) = H fo(Xi)

@ Log vraisemblance : £(0, X1,...,X,) =logL = Z log fy(X;)
i=1
o0, X1, ..., Xn)
00

© Calcul de la dérivée de la log vraisemblance

o~

S'il existe un estimateur 6(Xi, ..., X,) de 6 tel que

W = A(n,0)(0(X1,. .., Xn) — 0)

~

Alors 6(X1, ..., Xp) est un estimateur sans biais de risque minimal (UMUE)
et son information de Fisher est :

1n(0) = A(n, 0)



Exemples

@ Loi de Bernouilli
@ Loi exponentielle
@ Loi de Poisson
°

Loi normale



Exemple (1) : la loi de Bernouilli

f(x) = p(1—-p)'™>

LA X Xa) = [P0 =p)t
i=1

N X, X)) = IongX + log(1—p n—ZX)
i=1
AU, X, ..., Xp) Y Xi =YX

O\ p 1-p
n

B p(ln—p) <}7;Xi_p>




Exemple (2) :

f(x) =
LW XL, .. X)) =
X, X)) =
DN X1, -+, Xn)

B\
V=1, X
u(A) =5, ulX,.
Var Var ZX

la loi exponentielle

Nexp X
n
A" H exp*AX"
i=1

nlog)\—)\Zn:X,-

i=1

¥




Exemple (3) : la loi de poisson

P(X=x) = %exp’/\
n 2\ o
LN Xy, .., Xn) = .Hx,-! exp
i=1 n n
(AN X1, Xa) = logAD Xi— > Xl —nA
i=1 i=1
(N, X1, ..., Xn) 1 o
= -3 X
X 2 Xi—n



Exemple (4) :

la loi normale

1 1 2
f(x = — eXx 5( o )
(x) oV 2 ,
n 1 _l<x,7;¢)
L(p, Xo,...,X,) = exp 2\ @
(1, X ) ’_]:[10 — oxp
o, X Xn) | ! L >
..., Xn) = n
(/'La 1, 5 OgO' o 20_2
o, X1, ..., Xp) 1 [«
i = (g
n /1l —
= mlaXX-n)
i=1
A, - Zx,, (n,p)=—, Var(p)



Exemple (5) : la loi normale

X—\2
f(X) = 1 expf%( o'u)
2w
n 1 _;(Xi—#)z
L(o%, X1,..., Xy) = exp 2\ ¢
(02, X ) = [l e
2 _
W02, Xe,..., X,) = nlogTﬂ U2Z
002, X1, ..., Xp) B Z
0o N 204



Propriété des estimateurs max de vraisemblance
Si

@ la probabilité ou de la densité dépend d'un paramétre 6

@ le support de la probabilité ou de la densité ne dépend pas de 6

@ si / existe, est inversible et quelques autres conditions plus techniques
Asymptotiquement sans biais

Oy — 0
n—oo

Asymptotiquement efficace

Var(B) — 171(6%)

n—o0

Asymptotiquement normal
ﬁ(é\mv - ‘9*) nj> N(07 /;1(0*))

On a pour l'information de Fisher : ,(0*) = nh(6*)



Propriété des estimateurs max de vraisemblance

Asymptotiquement normal

V(O —6) — N(0,171(6))

n—oo

Approximation normale, si
@ n est grand,

la loi de gMV peut étre approchée par
N (6%, 1,1(6%))

I, étant 'information de Fisher
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Estimation

N. Dupont-Aignan

par intervalle

@ dans la marge d'erreur @ hors de la marge d'erreur

0% 5% 10% 15% 20% 25% 30%
Valérie Pécresse a obtenu | q
E.Macron 4,78% des suffrages
exprimés, soit 2,44
M.LePen  oints au-dessous de la [

marge d'erreur des

J-L. Mélenchon  sondages du 8 avril | e

E. Zemmour

—

obtenu 21,95% des

.| I Jean-Luc Mélenchon a
-

V. Pécresse [} suffrages exprimés, soit
2,96 points au-dessus de
Y. Jadot I-’-I la marge d'erreur des
sondages du 8 avril
J. Lassalle
F. Roussel

A. Hidalgo

!IIII

P.Poutou

N. Arthaud -

Liste des sondages utilisés : Opinion Way (Les Echos), Ifop (Paris Match),
Elabe (Bfm), Ipsos (Le Monde), Harris (Challenges), Ipsos (Le Parisien, Franceinfo)

Sources : NspPolls, ministére de I'Intérieur - Crédits : franceinfo



Principe de lI'estimation par intervalle

Au lieu de chercher un seul estimateur (comme Oy (x1, ..., Xy)),

On en cherche deux estimateurs

-~ ~

B,‘(Xl,...,Xn) et Bs(Xl,...

de sorte que avec grande probabilité

Bi(X1,...,Xs) < 6% < By(X,...

Objectif : un intervalle de confiance

@ est plus « réaliste » qu'une seule valeur (cf les sondages)

@ aide a prendre une décision

@ permet la détection d'observations aberrantes

C’est ce qu’on appelle

Intervalle de confiance




Qu’est-ce qu’'un « bon » intervalle de confiance ?

Intervalle de confiance
Intervalle de prédiction

~ ~

6 + fo /2 x  Var(0)
estimation valeur critique variabilité



Estimation de I'espérance o2 connue ( loi normale)

~ 1 o?
QM\/(X]_’...,Xn) = ;ZX, ~ N(,ul, 7)
i=1

On a donc
]P<—1,96 < GMVL_“ < 1,96)20,95
NG
soit R - R o
IP(OMV—l,%ﬁ < < eMV+1,96ﬁ)=o,95

Que peut-on en déduire ?

Si I'on répéte de nombreuses fois I'enquéte, on obtiendra des intervalles
différents qui contiendront, dans 95% des cas, la valeur du paramétre .




Estimateurs max de vraisemblance (n grand)

Soit 6,,, |'estimateur max de vraisemblance d'un paramétre 0
Approximation normale, si n est grand,

la loi de 6,,, peut étre approchée par

N (0%, 171(6%))

I,, é&tant l'information de Fisher

(aw “lg) < Oy + 1,96 /;1(9*)) ~ 0,95
Bi(X1,.... Xn) Bo(X1,.... Xn)
P(é\/\//v + Ug/2 \/f /,,_1(0*) < 05 < é\Mv + Ui—q)2 /,,_1(9*)> ~ l-«

§,‘(X1,...,Xn) B\S(Xlr"zxﬂ)



Interprétation graphique

~ o ~ g
- 2 < < )=
On veut ]P(GMV 1,96 7o < p < O+ 1,9 \/ﬁ) 0,95
—_—— —_——
§;(X1,...,Xn) Es(xla'“yxn)
On a 1P< ~1.906- 2 < 0, < +1961>:095
H y \ﬁ X My XM ) \ﬁ ’
——— ———
B:(0) B.(6)
’ BJ(0)
R Bi(9)
0/\4\/(X]_7 “ e 7Xn)




Principe général : fonction pivotale

¢(6,6) ~ L

Exemple :

@ pour la loi parente Normale (variance connue, 0 = 1))
X~ N(Ma o)

@ la fonction pivotale de la moyenne dépend de la variance

60 =X, 1) = 1 < N(0,1)

S

La réalité est (malheureusement) souvent plus complexe...



Définition de l'intervalle de confiance

Definition (Intervalle de confiance)

Soit Xi,...,X;,..., X, un échantillon i.i.d dont la loi parente dépend d'un
paramétre 6. Soit a € [0, 1] un niveau de défiance fixé.

On appel intervalle de confiance du paramétre  tout intervalle [B;, Bs] oil
:§,~(X1, oo, Xp) et :§5(X17 ..., Xp) sont deux statistiques telles que

IP<§,-(X1,...,X,,) <0< §S(X1,...,X,,)> —1-a

@ On ne peut pas dire qu'une réalisation de I'intervalle de confiance a
une probabilité de 1 — o de contenir 6.

@ Il n'y a pas d'unicité de l'intervalle. Il est raisonnable de rechercher
I'intervalle de plus petite taille.

@ Parfois on peut s'intéresser & I'une des deux bornes, on parle alors
d'un intervalle unilatéral.
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La loi du \?

Soit Y ~ N/(0,1) une variable aléatoire normale centrée réduite. Soit

Y1, Yo, ..., Y, un échantillon de n réalisation i.i.d. de cette variable
aléatoire.

Definition (La loi du x?) M

On appelle loi du x? a n degrés de
libertés la loi de la variable aléatoire Z,,

Z, = zn: y?
i=1

Figure: Exemples de loi du chi 2 pour 1
(bleu), 2 (rouge), 3 (vert), 4 (violet) et
5 (bleu ciel) degrés de liberté



Propriétés et approximation

IE(Z,) =n Var(Z,) = 2n mode(Z,) = n—2
En effet :
E(Z,) = B(XL, Y2) = nE(Y2) = nV(Y) = n

Lorsque le nombre de degrés de libertés est important on peut utiliser une
approximation asymptotique de la loi du chi 2. Les plus utilisées sont les
approximations de Paul Levy et de Fisher :

Zn—n

V2n

Levy : — N(0,1) Fisher : \/2Z, —v2n—1 — N(0,1)

Il existe aussi une loi du chi 2 dite décentrée. C'est la somme de carrés de carrés d'une variable
gaussienne non centrée. Nous ne |'utiliserons pas dans ce cours.



si X1, Xo, ..., X, est un échantillon de n réalisation i.i.d. d'une variable

aléatoire normale N'(u, 02) d'espérance y et le variance o2.

zn: (Xi —M)2 -~ X%

; o2
i=1

puisque Y; = % suit une loi normale centrée réduite.

" (X - X)?
L _ i— 2
Il est moins évident de montrer que : Z —— ~ Xn_1

i=1
Lorsque I'on remplace le paramétre p par son estimation X = %27:1 Xi
on perd un degré de liberté. En effet on a la décomposition suivante :

o2

n

Z(XI_M)Z z":(Xf—X)2 (X — )’

= —|— n
£ o2 : o2 o2
i=1 i=1 ———
2
X
X3 !

Qui permet de conclure en invoquant le théoréme de Cochran sur
I'additivité des degrés de liberté.



L’estimation de la variance d’une loi normale
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La loi de Student : définition

@ Soit N ~ N(0,1) une variable aléatoire normale centrée réduite.

@ Soit X, la variable aléatoire distribuée suivant une loi du x? a n ddl

» C'est le cas par exemple, si Ny, No, ..., N, un échantillon de n réalisation
n

i.i.d. une variable aléatoire normale centrée réduite quand X, = E N?
i=1

@ supposons que N et X, sont indépendantes (i.e. cov(Y, X,) =0)

Definition (La loi de student)

On appelle loi de student & n degrés de libertés la loi de la variable

aléatoire 7,
N N ~ N(0,1)
T ——
Xn

XnNX%




La loi de Student : 7, = %

Figure: Exemples de loi de student pour 1 (bleu), 2 (rouge), 5 (vert), 10 (violet) et 20 (bleu
ciel) degrés de liberté. La courbe en pointillés noir est la courbe de Gauss donnée comme
référence. La figure de droite montre un zoom sur la « queue » de la distribution.

Loi de Student et loi normale

Tn —— N(0,1)

n—-+o00




Propriétés et approximation

@ Publiée pour la premiére fois en 1908 par William Sealy Gosset qui
travaillait chez Guinness (la brasserie de Dublin). Pour des raisons
commerciales, il a du utiliser le pseudonyme de Student, qui restera
attaché a cette loi.

@ tend vers une loi normale n > 30

@ attention la différence est plus importante dans les « queue » de la

distribution :
» N ~ N(0,1) : P(N>2)=0,023 pl = 1-cdf(’norm’,2,0,1)
> T ~ T1 P(T >2)=0,148 p2 = 1-cdf(’°t?,2,1)
> T ~ T :  P(T>2)=0,002 p2 = 1-cdf(’t’,2,2)
> T ~ T : P(T>2)=0,038 p2 = 1-cdf(’t,2,10)
U~ N(0,0%) N:gNN(o,n T:g: N ~ T




Intervalle sur la moyenne d’'une loi normale

X—p (X — X)?
—— ~N(0.1) D M X
vn i=1
Rappel
N ~ N(0,1)
T — N
%% )67N'X%

La fonction pivotale

avec




Estimation par intervalle d’'une proportion n grand

e | L : e A p(1—p)
D’aprés |'approximation normale de la binomiale p ~ N(p, f)
et donc

p—p
< —— < — ~1-—
]P(ua/z S i S ua/2> 11—«

n

ce qui suggeére d'utiliser comme fonction pivotale

n + 4n?

u?
A /2 N N U2
Pt on | U \/ p(L—p) | Yoy



Intervalle sur I'estimation d'une proportion

p = logistic(7)

»
»

https://en.wikipedia.org/wiki/Binomial_proportion_confidence_interval
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Intervalle sur I'estimation dune proportion

statsmodels 0 (+38

statsmodels.stats.proportion.proportion_confint

‘statsmodels 0.14.0 (+380)

Installing statsmodels

Getting started statsmodels.stats.proportion. proportion_confint(count, nobs, alpha=0.05, method=normal)[source]
User Guide
Background Confidence interval for a binomial proportion
Regression and Linear Models
o Parameters
Time Series Analysis
Other Models count : {int, array_like}

Statistics and Tools .
number of successes, can be pandas Series or DataFrame. Arrays must contain integer values.
Statistics stats

Contingency tables nobs : {int, array_lik

Multiple Imputation with

Chained Equations total number of trials. Arrays must contain integer values.

Empirical Likelihood
emplike
Distributions Significance level, default 0.05. Must bein (0, 1)
Graphics

alpha : float

p— method : {"normal’, “agresti_coull”, "beta”, “wilsor’, “binom_test’}
Tools default: ‘normal” method to use for confidence interval. Supported methods:
Working with Large Data Sets

« normal : asymptotic normal approximation

Optimization
Data Sets « agresti_coull : Agresti-Coull interval
Sandbox « beta : Clopper-Pearson interval based on Beta distribution
Examples

« wilson : Wilson Score interval
AP| Reference
About statemodele « jeffreys : Jeffreys Bayesian Interval
Developer Page « binom_test : Numerical inversion of binom_test
Release Notes

Returns

ci_low, ci_upp : {float, ndarray, Series DataFrame}
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