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Part 1
Introduction

Notre projet P6, intitulé « Transport d’une espéce chimique dans un fluide »,
consiste a étudier I’évolution de la concentration d’une espéce au sein d’un flu-
ide, lorsque ce dernier se déplace le long d’un axe. Il s’agit donc avant tout d’un
probléme de physique, qui requiert cependant diverses compétences dans les
domaines mathématiques et informatiques, c’est pourquoi nous ne le réalisons
qu’en milieu de deuxiéme année. En effet, nous avons déja eu l'expérience des
projets en Mathématiques et en Informatique, ce qui nous a permis de mieux
appréhender ce troisiéme projet d’envergure. Le fait d’avoir un sujet nécessitant
I'usage de différentes connaissances nous a également permis d’exploiter les ac-
quis que nous avons pu apprendre durant nos précédents projets et également
grace a nos cours.

Notre projet de P6 constitue une étude plus réaliste du projet déja réalisé
I’année précédente par d’autres éléves. En effet, ces derniers ont travaillé sur la
détermination de I’évolution d’une espéce chimique dans un fluide en mouvement
en fonction de la position et du temps. Ce modéle physique avait été réalisé en
dimension 1.

Notre objectif cette année, a été de nous informer de I’étude réalisée par
ces éléves et de I'étendre & un autre phénomeéne afin de traiter le probléme de
maniére plus réaliste. Pour cela, nous avons dii ajouter un terme de diffusion a
I’équation déja établie 'année précédente.

Nous avons dans un premier temps établi I’équation de transport avec I'ajout
d’un terme de diffusion.

Dans une seconde partie nous nous sommes intéréssés a différents schémas
numériques de résolution de cette équation.

Enfin, nous avons effectué un travail de comparaison avec nos différents résul-
tats.



Part 11
Méthodologie, organisation du
travail

Afin de répondre aux attentes de notre probléme, nous avons procédé en plusieurs
étapes. Tout d’abord, il était nécessaire de reprendre 'intégralité du travail réal-
isé ’année précédente afin de pouvoir traiter le probléme correctement. Cette
tache a été non négligeable puisqu’il a fallu s’approprier toute la partie Mathé-
matiques et comprendre les codes. Nous avons pu rencontrer quelques difficultés
puisque c’est un probléme qui nécessite I'utilisation de nouveaux outils et con-
naissances. Pour nous aider, nous nous sommes informés sur différents sites ce
qui nous a permis de mieux appréhender le sujet.

Durant cette premiére étape, 'intégralité du groupe s’est intéressée a la
partie théorique et mathématiques. Par la suite, pour des raisons de praticité,
nous avons décidé de scinder notre groupe en deux bindmes. L’un était chargé de
la réalisation du schéma explicite avec le terme de diffusion, 'autre s’intéressait
au schéma de Las-Friedrichs. Cependant, nous nous aidions fréquemment en
cas de difficultés, afin d’éviter toute perte de temps. Par ailleurs, des réunions
de groupe réguliéres nous permettaient de nous assurer de I’état d’avancement
du travail.



Part III
Travail réalisé et résultats

1 L’équation de transport

1.1 Equation homogéne sans terme de diffusion

On considére un fluide en mouvement le long d’un axe x. On suit un domaine
Ja(t); b(t)[ d’extrémités réguliéres, dans son mouvement. L’équation de transport
est une équation linéaire d’évolution du premier ordre. On cherche une fonction
u qui vérifie : {%TZ—’_C(‘;::O Vi > OVreR 0
u(z;0) = up(z) Vt > 0VeeR
vitesse du fluide et on u(x,t) représente le profil densité du fluide.
Les solutions sont des fonctions définies dans D = R x R*.

{u(x(t),t) = up(x — ct)
Yt u(x(t),t) = ga(ct%m)

U c=v(x,t) avec v(x,t) le profil

e On passe d’une solution & l'aure en t=1/c

Ces solutions correspondent a I’équation de transport homogéne, c’est a dire sans
terme source. Il n’y a donc aucune création de masse au cours de la propagation
du fluide.

1.2 Equation avec terme source et sans terme de diffusion

Cette fois-ci, ’équation aux dérivées partielles est de la forme : %—1; + cg—g =
f(z,t) on f(x,t) est une fonction de deux variables représentant la création
de masse en fonction du temps et de la position. Les solutions du probléme
u(z,t) = ug(x — ct) + [y flz —c(t —7),7)dr

u(z,t) = @(Ct;x) + fow fle,t — %(;v —e))de
soluti/!\ & définir /M\on a autre en t=1/c

deviennent : On passe d'une

1.3 Justification physique de I’équation de transport sans
terme source et avec diffusion

Le phénoméne de diffusion permet de rendre homogéne la concentration d’une
espéce chimique au sein d’un fluide. Dans cette partie, on considére le probléme
de la diffusion de I’espéce chimique dans le liquide en mouvement. On suppose
que la vitesse du fluide est selon la direction horizontale et on considére que
le fluide diffuse essentiellement selon I'axe x. De plus, on néglige les variations
selon les axes y et z.

e On note U(x,t) le profil densité.

e On note j(x,t) la densité de courant de particule.



e On note ¢(x,t) le flux de particules a travers S.

e On note lpm (Libre Parcours Moyen) : Distance moyenne parcourue par
une particule entre deux intéractions.

La variation du nombre de particules est donnée par : nombre de particules
entrantes - nombre de particules sortantes dans dV.

On a donc % x dV = j(z,t)S — j(x + dx,t)S en trois dimensions.

L’équation 1D de conservation locale de particules donne : % = —%
De plus la loi de Fick nous donne en une dimension : j = —D% avec D le

coefficient de diffusion en m?.s~!

En combinant les deux équations précédentes nous aboutissons & I’équation dif-
. N . . . 2
férentielle 4 une dimension suivante : % = Dg?“-

Démontrons la loi de Fick :
Soit un gaz présentant un gradient 1D de concentration. On étudie la vari-
ation de densité localement autour du point zy et de la surface élémentaire

ds.

Figure 1: Schéma de la démonstration de la loi de Fick

On rappelle qu’en un point de I'espace, a I’état d’équilibre, la densité de flux
de particules est de la forme : c,o_p+> (z) = u(m)%ﬁ

La distance minimale de xg & laquelle ce flux peut étre défini est dx,,;, c’est
a dire %lpm :
Pp (@0 + glpm) = —u(xo + Zlpm)Tu,
@yt (w0 — 5lpm) = u(zo — 3lpm)Fu]
Ainsi, contrairement au flux a Pétat d’équilibre (globalement nul) , dans ce
cas, le flux global se produisant en xgest donc de la forme :

Pplxo) = Sm(xo - 2ipm) + W(ffo + 21pm)



liboed

Pr(wo) = (u(wo — 3lpm) — u(xy + Flpm)) §u;
or (u(zo — 2lpm) — u(zo + 2lpm)) = —242dz,,;,
Pplxo) = =242 x Zipm x 2u
Sﬁp(%) = —lpmgd%@
op(x0) = —D‘;—ZU; avec D le coefficient de diffusion.
Apres généralisation : o, = —Dgr—ac)l(u) avec D = IW”TXﬂ

La loi de Fick s’énonce donc ainsi : la densité de flux de particules dans un
fluide est proportionnelle au gradient de la densité particulaire et au coefficient
de diffusion. Le processus de diffusion rééquilibre la répartition spatiale de la
concentration.

1.4 Reésolution et solutions de I’équation avec terme source
et terme de diffusion

On cherche a résoudre 1’équation : —,ug%; + % + cg—;‘ = f(z,t)

u(#;0) = p(x)
Avec les conditions ¢ u(0;t) = ()
u(z;0) = B(t)

On a aussi xe[0;1] et ¢;eRT.
On cherche des solutions « de classe C2.
Equation homogéne :

u(z;t) = e* ™ x sin(mx)

)
Avec les conditions : w(0;t) = u(l;t) =t
u(z;0) = e® * sin(mx)

2 Résolution numérique de I’équation de trans-
port

2.1 Meéthode des différences finies

Dans cette partie, on cherche & résoudre numériquement 1’équation de transport.
Pour ce faire, nous avons eu recours a différents schémas numériques.
Principe

On cherche & approximer les dérivées partielles par des quotients finis de la forme
%;w avec h petit et fixé. Afin de calculer cette approximation, on

utilisera par la suite différents schémas.
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Avant de débuter ce travail, la premiére étape consiste & discrétiser ’espace-
temps. Pour ce faire, on prend :

e N le nombre de points d’espace
e T la durée totale
e h le pas d’espace

e 7 le pas de temps

Discrétiser ’espace

L’intervalle d’origine est [0,1] on choisit donc de prendre un nombre de pointsNeN
et on a donc trivialement h = % . On définit alors la suite des points de ’espace
comme suit : x, = xg + nh = nh.

On a donc g =0et xy = 1.

Discrétiser le temps

L’intervalle d’origine est RT . On ne peut pas faire comme pour l’espace étant
donné que 'intervalle n’est pas fermé. On fixe donc 7 petit. Si possible on choisit
un 7 dont la représentation machine est exacte. On étudie alors I’équation a T
fixé. On définit de méme la suite des points de temps : t, = pr.

On peut alors poser les deux suites suivantes :

ub = u(xn, tp) et f£ = fxn,,t,) .

Nous allons maintenant nous intéresser & deux schémas possibles pour la réso-
lution numérique de notre équation.

2.2 Schéma explicite en dimension 1 du premier ordre
2.2.1 Approximation des dérivées partielles

On utilise les développements de Taylor suivants :
u(xnatp—i-l) :u(xna )+T (l‘n,t )+0(T)
wW(Tp_1,tp) = u(@n, tp) — hgw (n, tp) + o(h)

On obtlent donc

ub —u?

u . ub *un Bu ~ —1

ot ~ T et ~ h

Les conditions 1n1t1ales nous donnent les Valeurs ufy = ug(tp) = uo(pr) et les
conditions aux limites nous donnent u9 = ¢(z,) = p(nh).

2.2.2 Deétermination de I’équation

On Veut resogdre
—'lL
G u"+c"h7 =feut =7+ ub(1- <L)+ Tub

'n.

On pose v = 5 d’ou :

ubtt =l +ub (1 =) +yup

11



Remarque : Dans le cas de 1’équation sans terme source, on a V(n, p)eN?, f? =
0 d’ou :
ub™t = uf (1 —7) +yup g

2.2.3 Résolution

On peut déduire u de u® et u? ;. En connaissant les conditions initiales et
limites, on déduit une donnée inconnue de deux données connues, d’ott le nom
de schéma explicite.
Attention : Ce schéma est simple & mettre en oeuvre, mais il présente un incon-
vénient majeur : il n’est pas toujours stable, il ne converge donc pas toujours
vers la solution.

La convergence est acquise quand v < 1.

2.3 Schéma de Lax-Friedrichs

Le schéma de Lax—Friedrichs, d’aprés Peter Lax et Kurt Friedrichs, est défini en
analyse numérique comme une technique de résolution numérique des équations
aux dérivées partielles de type hyperbolique, basée sur la méthode des différences
finies. Cette technique repose sur l'utilisation des différences finies décentrées
en temps et centrées en espace.

Soit ¢ la vitesse du fluide avec ¢>0 : On cherche & approximer a 'aide de la
méthode des différences finies ’équation suivante : %7; +c2e =

oz
Grace a notre discrétisation de l'espace on peut définir les dérivées partielles
. Ou __ ubtt—yP Ou __ up Uy : 54 .
comme telles : F = N et 5% = o ce qui donne ’équation de
uP

transport suivante : “i—Yn | *uf‘“_uifl = fP
ansport suivante : — c = = fP

: . p+1 _,p __ cT,DP ct , P D
Ce qui nous donne : uf™ =ub — stw,  + §ru, |+ 7% fF

P P
Upp1TUn 1

En approximant par uf = 5

P P p P
: pHl _ YnaitUn 1 er Y tU, D
On obtient uP™" = 5 = 5 + 7 fP

Le terme source étant nul donc f? =0

P P P P
52 : p+1 _ Upyp1 Uy _cT Upp1tUy g
L’équation finale est ul™" = 5 T 5
_ct < p+l — P 1_ 7 p(l o
En posant v = $* nous avons uf, ™" =wu; (5 — 3) +ub(5+ 3)

Donc schematiquement si on connait ul et u? _;on connait uf*!

2.3.1 Stabilité du schéma explicite de Lax-Friedrichs

Nous nous sommes intéressés a la définition de ce qu’on peut appeler un schéma
stable, et un schéma instable. Il s’avére qu’un schéma de différences finies,
comme celui de Lax-Friedrich que ’on manipule, est dit stable si les erreurs

12



commises en un pas de temps ne font pas augmenter les erreurs au fil des itéra-
tions c’est a dire a chaque pas de temps. Si les erreurs diminuent et finissent par
s’estomper, le schéma numérique est dit stable. Si au contraire, ’erreur croit a
chaque itération, le schéma est dit instable.

Conditions de stabilité

Le schéma de Lax-Friedrichs est explicite et il est d’ordre 1. Le schéma de
Lax-Friedrichs est dit stable tant que la condition suivante est satisfaite :

At a; . CT
lcxy| < 1 soit dans notre cas : 9 < 1

2.4 Schéma explicite en dimension 1 du second ordre

On cherche désormais a approximer I’équation de transport du second ordre
toujours a 'aide de la méthode des différences finies.

On utilise les développements de Taylor suivants : w(xy,;tp11) = w(Tn;tp) +
T%(axn; tp) +0(7)

w(@n_1;tp) = u(Tny1;tp) — th—Z(xn; tp) + 0(h)
2u(zp;ty) = w(@nt1;ty) +u(Tn_1;tp) — hQ%(xn; tp) +0(h)

On obtient donc : ,

du . ub i —uP ¢ U ub g —up " 2u ub o —2ubtul
ot ~ T 1 €l 5z = 2h €l ez & 2

Les conditions initiales nous donnent les valeurs suivantes :

p_,DP _ 0 _— ,nhgipnh _
uy = up =0 et u, = e sint™" = @(nh)

2.4.1 Deétermination de I’équation

On veut ré%ougl,re : . R .
o Upg T 2Un U, + up —ub +c“n+1_“n71 = fP
h2 T 2h —Jn

e ubtl =ub(1-280) + (45 — )b |+ (5 + G)ub_ + 74

Ors=f5etr=g.
Soit : ubtt = wub(1—2s)+ (s —r)ub 4 + (s+r)ub_, +7fP
Remarque : Dans le cas de 1’équation sans terme source, on a ¥(n; p)eN?, f2 = 0
d’ou :
uEH = (1 - 28) + (s — Pl + (s
h

La convergence est acquise avec les conditions s < -1 et rh = c¢2.
24+rh ”w

13



3 Comparaison de nos différents résultats

3.1 Comparaison de I’explicite de Friedrichs avec le schéma
explicite initial

Les schémas explicites que nous avons réalisés sont testés sur deux exemples.
Pour chaque exemple, il y aura 3 groupes de fichiers.

e Un groupe de fichiers contient les données du modéle explicite de Friedrichs
sans terme source.

e Un groupe de fichiers contient les données du modele explicite sans terme
source.

e Un groupe de fichiers contient les données du modéle explicite avec terme
de diffusion et sans terme source.

Remarque : A la difference du schéma explicite centré (réalisé 'année derniére),
le schéma de friedrichs a pour but de symétriser le traitement sur la variable
temporelle tout en conservant le caractére explicite du schéma, c’est & dire le
caractére centré.

Premier exemple :

On prend comme condition initiale ug(r) = x et comme condition a la limite
o(t) = sin(107mt). On prend également ¢ = 4. On a, dans cet exemple, v =
cth = 0.8 < 1, donc le schéma explicite est utilisable.

Deuxiéme exemple :

On prend comme condition initiale ug(z) = 0, et comme condition aux limites
pi=cx fxH(t) xsin(t) = f x H(t) x sin(t), car dans cet exemple, ¢ = 1. On
a f x H(t) une fonction échelon, c’est a dire que sit > 0, f x H(t) = 1 et sinon
fx H(t) =0. On a, dans cet exemple, v = cth = 0.2 < 1. Le schéma explicite
est donc utilisable.

Comparons sur 'exemple 1 la méthode explicite sans terme source avec la
méthode Friedrich, sans terme source également. Ici nous comparons donc deux
méthodes explicites, la premiére qui a été réalisée ’année derniére, par le groupe
qui a travaillé sur le méme sujet, et notre méthode qui consiste comme vu
précédemment & approximer les dérivées partielles de u?. On s’attendrait donc,
puisque la méthode de Friedrich fait une moyenne sur les termes, & ce que notre
méthode soit moins précise. Vérifions grace a la fonction trace_une courbe base.py
et animation.py éventuellement si la comparaison est difficile avec la premiére
fonction.

Ci-apreés sont affichées les courbes au temps t=0.5s de I’explicite sans terme
source et de Friedrich de I’exemple 1, I’abscisse représentant 1’espace et ’ordonnée
la concentration de I’espéce chimique:

14
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Figure 3:
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Observations :

Tout d’abord, on remarque que, comme envisagé, la méthode Friedrich offre
moins de précision que la méthode explicite. En effet, la courbe de la méthode
Friedrich se rapproche moins de la courbe théorique que la méthode explicite.
C’est normal car on a fait des moyennes des u? au lieu d”utiliser leurs valeurs
exactes. La sinusoide a moins d’amplitude, est plus écrasée a chaque sommet.
Vérifions notre affirmation en superposant les courbes théorique en jaune, ex-
plicite en rouge et explicite de Friedrich en bleu grace au logiciel Matlab :

Figure 4: Superposition courbe exemple 1 théorique ( jaune) explicite (rouge)
explicite de Friedrich (bleu)

Comparons maintenant sur 'exemple 2 de la méthode explicite sans terme

source avec la méthode Friedrich, sans terme source également. Ici nous com-

parons toujours les deux méthodes explicites grace a la fonction trace_une courbe base.py

,et éventuellement animation.py sila comparaison est difficile avec trace_une courbe base.py.
Ci-apreés sont affichées les courbes au temps t=0.5s de I’explicite sans terme

source et de Friedrich de ’exemple 2 :

16



v v oxplicike o t=0.5
» o implicite 5 t—0.5
theorie & t—.h

Observations
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Figure 6: Courbe Friedrich exemple 2

On remarque encore une fois que, comme pressenti, la méthode Friedrichs offre
moins de précision que la méthode explicite. En effet, la courbe de la méthode

17



Friedrich se rapproche moins de la courbe théorique que la méthode explicite.
C’est normal car on a fait des moyennes des Unp au lieu d’utiliser leurs valeurs
exactes. De plus, on remarque que la courbe explicite de Friedrich s’éloigne
de la courbe théorique d’autant plus que l'on se rapproche de x=1. On arrive
méme & une situation critique aprés x=0.7 ou la courbe de Friedrich redevient
croissante. Vérifions notre affirmation en superposant les courbes théorique en
jaune, explicite en rouge et explicite de Friedrich en bleu grace au logiciel Matlab

0.3 T T T T

1) 0.2 0.4 0.6 R 1

Figure 7: Courbe théorique (jaune) explicite (rouge) explicite de Friedrich (bleu)

Pour vérifier encore nos affirmations précédentes, nous allons faire une com-
paraison entre les méthodes Friedrich, explicite et la courbe théorique en util-
isant d’autres temps. Voyons ci-aprés les courbes de I’exemple 1 au temps t=0.1s

18



10 ,
PN % explicite at=0.1
Fi -y & = implicite & t=0.1
0.8 — thegrie a t=0.1
-
) L]
i . u - ]
0.4 Ffor . 1
3 - LI}
Fo L. __v.lf
Il: - :I'.-' .l""‘:.‘
oal [ (I e |
- ry i L] O
I | - w
- K T e
i Ix -
nzl K Ve }x"
- [} =
| Voo s
| | - -.df
/ Yo
i) b
-0z '
oo 0.2 .4 0 na Lo
Figure 8: Courbe exemple 1 explicite t=0.1s
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Figure 9: Courbe de Friedrich exemple 1 explicite t=0.1s
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Et maintenant nous comparons & nouveau la méthode Friedrich et I’explicite
sur 'exemple 2 et au temps t=1s.
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Figure 10: Courbe exemple 2 explicite t=1s
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Figure 11: Courbe de Friedrich exemple 2 explicite t=1s

Conclusion :

On fait les mémes observations & deux temps fixés différents et sur les exemple
1 et 2 lorsque 'on compare les méthode explicite qu’utilisait I’ancien groupe sur
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ce projet et explicite de Friedrich actuelle : la deuxiéme méthode est moins
précise car elle est en tout point moins rapprochée de la courbe théorique. Cela
se voit non seulement & 1'oeil nu, mais aussi lorsqu’on réalise la superposition
des courbes sur Matlab. On fait I’'observation suivante : plus x est grand & t fixé
(t=0.5s et t=1s) sur 'exemple 2, et plus la méthode de 'explicite de Friedrich
admet des valeurs trés éloignées de la courbe théorique.

3.2 Comparaison de la courbe théorique avec la courbe
expérimentale schéma explicite avec un terme de dif-
fusion

o—e explicite a t=0.02
—— theorie a t=0.02

08 8

06 8

04} 1

02} 8

Figure 12: Courbe diffusion t=0.02s

I’axe des abscisses représente I'axe des x. L’axe des ordonnés représente
la concentration. Le temps est fixé a 0.02s On prend comme condition initiale
uo(x) = sin(nzx) * exp(x) et comme condition & la limite () = 0 et B(¢) = 0.
On a également C = 2.

Conditions de stabilité du schéma : Avant de comparer les résultats obtenus
précédemment, il est important de préciser que le modéle explicite nécessite des
conditions de stabilité pour pouvoir étre appliqué. On a, dans cet exemple,
s=53 =036 < ﬁ ~ 0.43 donc le schéma explicite est utilisable.

Ces courbes ont pti étre tracées avec le programme trace une courbe base.py
On remarque que ces courbes ressemblent & une sorte de parabole. Pour un
temps relativement faible de 0.02s, on constate que la courbe explicite se rap-
proche de la courbe théorique. L’approximation avec ce schéma pour un temps
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faible est donc plutot bonne. Cependant, on remarque que si on augmente
le temps, par exemple pour un temps de 0.8s, 'approximation devient en-
core meilleure puisque la courbe théorique et I'expérimentale sont encore plus
proches.

0.0006

o—e explicite at=0.8
—— theorie at=0.8

0.0005 -

0.0004

0.0003 -

0.0002

0.0001

0.0000 v L L L
0.0 0.2 0.4 06 08 1.0

Figure 13: Courbe diffusion t=0.8s

Remarque : Les deux graphiques précédents n’ont pas la méme échelle.
Cependant si on mesure ’écart entre les deux courbes, on trouve un écart plus
faible lorsque le temps vaut 0.8s.
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Part IV
Applications

4 Que represente physiquement I’équation de trans-
port ?

L’équation de transport illustre le phénoméne de convection. Ce dernier désigne
I’ensemble des mouvements générés dans une masse fluide, il peut s’agir d’'un
liquide ou bien d’un gaz. Ce phénomeéne se produit du fait des différences
de densité présentes en divers endroits de la masse et est également di aux
différences de températures.

Par exemple, si on chauffe une masse de gaz dans sa partie inférieure, le gaz
chaud le plus voisin de la source thermique va diminuer.

Si une masse de liquide est réchauffée dans sa partie inférieure, le liquide
chaud le plus voisin de la source thermique diminue en densité et tend a remon-
ter en cédant la place & du liquide plus dense et plus froid. C’est ainsi qu’est
généré un mouvement continu au sein de la masse, mouvement qui contribue au
transport de la chaleur.

Par exemple, si on chauffe une certaine masse de fluide, celle-ci aura sa den-
sité qui va diminuer et va donc monter a la surface. Au contraire, la masse de
fluide ayant une température inférieure aura une densité plus élevée et va donc
descendre. C’est ainsi qu’on va observer le phénoméne de convection. Ceci
peut-étre illustré avec I'image suivante:

l/_ n-imiduimm-nl xJ
A

- —

Figure 14: Processus de convection au sein d’un fluide

Il existe deux types de convection selon le type d’écoulement :

e La convection forcée : Cette derniére apparait en présence d’un agent
extérieur, par exemple un ventilateur.

e La convection naturelle : Cette derniére se produit en présence d’une dif-
férence de masse volumique au sein du fluide due & des variations de la
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température.

Enfin, nous avons ajouter un terme de diffusion a I’équation de transport. Ce
phénomeéne physique est observable lorsqu’il existe une inhomogénéité au sein
du fluide. Il peut par exemple s’agir de la densité particulaire. Dés lors, la
diffusion particulaire intervient en créant un courant de particules qui va tendre
a homogénéiser cette grandeur, méme si le fluide n’a pas de mouvements macro-
scopiques. C’est par exemple le cas lorsqu’on débouche un flacon de parfum.
L’odeur va étre ressentie, au bout d’un certain temps, a I’autre bout de la piéce,
méme en ’absence de courants d’air. On peut illustrer ce phénoméne a ’aide
de 'image suivante :

®3 e o°
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Figure 15: Processus de diffusion au sein d’un fluide

5 Application de nos programmes a une situation
physique concréte

Tout comme le groupe de 'année derniére, nous allons nous au transport d’un
polluant par le vent.

On considére le cas suivant :

On étudie la quantité de CO2 au-dessus d’une ville pendant une durée de 1
heure. Cette ville s’étend sur une distance de 10Km. Une usine utilisant des
hauts fourneaux 3 fois par heure est située a I'entrée Ouest de la ville. Par
conséquent, il y aura une surproduction de CO2 relaché dans 'air.

Cependant, on doit aussi tenir compte de la pollution engendrée par les voitures
dans la ville. On doit donc, en plus de la fonction définie précédemment, ajouter
un terme source a notre équation.

Nous n’avons malheureusement pas eu le temps de faire la modélisation
physique de ce probleme. Il serait donc intéréssant pour le prochain groupe en
charge de ce projet de se pencher sur cette question.
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Part V
Conclusion et perspectives

Travail réalisé

Au cours de ce projet, nous avons pu travailler sur ’équation de transport,
jusqu’alors jamais étudiée pour chacun d’entre nous. Il nous a d’abord été
demandé de prendre connaissance du travail déja réalisé par les éléves de ’année
précédente. Nous avons, par la suite, travaillé sur I’ajout d’un terme de diffusion
a cette équation. Il est en effet intéressant de rajouter un tel terme afin d’adapter
au mieux cette équation & un probléme physique concret. Ainsi, nous avons
travaillé sur ’obtention mathématiques de I’équation de transport en dimension
1. Ensuite, nous nous sommes intéressés a sa résolution numérique en travaillant
sur différents schémas numériques, tous explicites. Pour finir, nous nous sommes
questionnés sur les différentes situations concrétes auxquelles notre équation
pourrait s’appliquer, afin d’avoir une approche plus concréte de notre travail.

Apport personnel de ce projet

Ce projet, étant pour nous le premier dans le domaine de la physique, nous
a permis d’approfondir certaines de nos compétences mais a également permis
d’en faire émerger de nouvelles.

Sur le plan mathématique, il nous a permis d’appliquer les différents points
de cours vus en M10, & un probléme physique plus concret. De plus, nous avons
pu découvrir une méthode de résolution numérique de ces équations.

Sur le plan informatique, nous avons pu utiliser les connaissances de nos
cours d’informatique acquises durant nos deux années a 'INSA.

Sur le plan physique, ce projet a été d’autant plus intéressant puisqu’il repre-
nait certains aspects de nos cours de mécanique des fluides et de MRI.

Enfin, sur le plan du travail en groupe, ce projet nous a permis de mieux nous
organiser en séparant le travail afin que chacun puisse travailler sur un domaine
ou il se sent plus a laise, et ce afin d’étre davantage efficace dans ’avancée de
notre travail.

Poursuite de ce projet

L’intérét d’un tel projet est qu’il dispose encore de nombreuses pistes d’évolution.
En effet, il serait intéressant d’étendre le modeéle a deux ou trois dimensions afin
de le rendre davantage réaliste et considérer de nouveaux phénomeénes physiques.
On peut également s’intéresser a des cas oul la vitesse ne serait pas constante.
Il pourrait également étre intéressant d’étudier d’autres schémas numeériques
comme celui de Lax Wendroff ou bien ajouter un terme de diffusion virtuel au
schéma de Friedrichs, et d’effectuer différentes comparaisons. Pour finir, il serait
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aussi possible de faire un travail de modélisation physique & un probléme de la
vie courante, comme le rejet de polluants par les voitures ou usines par exemple.
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Annexes

Programmes réalisés
Exemple 1 avec terme de diffusion

program modl;
uses sysutils;

// Exemple 1

const P = 100; // nombre de points dans le temps
N = 6; // nombre de points dans 1’espace

C = 2;

tau = 0.01;

k = 1;

T = Pxtau; // longueur de l’intervalle de temps
L = 1; // longueur de 1’intervalle dans 1’espace
h = L/N;

type Matrice = array [0..N, 0..P] of real;

procedure ecrireAnalytiqueT (Uth : Matrice; t : Integer);

var i : Integer;
nom fichier : string;
fichier : TEXT;
Begin nom _fichier := ’resultat th t’ + FloatToStr(txtau) + ’.txt’;
assign (fichier , nom _fichier); rewrite (fichier );
for i := 0 to N do
Begin
writeln (fichier , ixh, * 7, Uth[i][t]);
end;

close(fichier );
end ;

procedure ecrireExpliciteT (Uexp : Matrice; t : Integer);

var i : Integer;
nom _fichier : string;
fichier : TEXT; Begin nom fichier := ’resultat _exp t’ + FloatToStr(tx*t

assign (fichier , nom _fichier);
rewrite(fichier);
for i := 0 to N do
Begin
writeln (fichier ; ixh, > 7, Uexp[i][t]);
end ;
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close (fichier);

end ;
var xi, ti : Integer;
x, s, temps, r,rh: real;
Uexp, Uth : Matrice;
Begin

r := (Cxtau)/2xh;
s := (kxtau)/sqr (h);

rh:= Cxh/k;
// on entre les vecteurs U0 et phi pour la matrice solution explicite
for xi := 1 to N do
for ti 1 to P do
begin

x:= xixh;

temps:= tixtau;

Uexp [0, ti]:=0;

Uexp[l,ti]:=0;

Uexp|[xi,0] := SIN(PI«x)xexp(x);

end;

// on calcule la solution numérique explicite

for ti := 0 to P do
for xi := 1 to N-1 do
Uexp|xi||ti+1] := (1-2%s)*Uexp|[xi|[ti] + (s+r)*Uexp|xi—

// on calcule la solution analytique
for ti := 0 to P do

for xi 0 to N do
begin
x := xi % h;
temps = ti * tau;
Uth[0, ti]:=0;
Uth[1,ti]:=0;
end ;

for ti := 0 to P do
for xi := 0 to N-1 do

begin

X = xi % h;

temps = ti x tau;

Uth[xi, ti] SIN (PIxx)*exp (x—temps—sqr (PI)xtemps);
end ;
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writeln ("On doit avoir S < (1/(2+rh))’");
writeln ("Ici, S =", s);

writeln (7, (1/(2+rh))= ",(1/(24+rh)));
if (s > (1/(24+rh))) then

writeln (’Ce n est pas le cas ici...’)
else
Begin
writeln (’La condition est remplie, donc on peut utiliser le mod¢
for ti := 0 to P do
ecrireExpliciteT (Uexp, ti);
for ti := 0 to P do
ecrireAnalytiqueT (Uth, ti);
end

end.

Exemple 1 schéma Lax Friedrichs

program modl; uses sysutils;

// Exemple 1

const P = 100; // nombre de points dans le temps
N = 20; // nombre de points dans 1’espace

C = 4;

tau = 0.01;

T = Pxtau; // longueur de l’intervalle de temps
L = 1; // longueur de l’intervalle dans 1’espace
h = L/N;

type Matrice = array [0..N, 0..P] of real;

function U0 (x : real) : real;
begin

U0:=x;
end;
function phi (t : real) : real;
begin

phi := sin (10xPIxt)
end;

procedure ecrireAnalytiqueT (Uth : Matrice; t : Integer);
var i : Integer;
nom fichier : string;
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fichier : TEXT;

Begin
nom fichier := ’resultat th t’ + FloatToStr(t*xtau) + ’.txt’;
assign (fichier , nom fichier);
rewrite(fichier );
for i := 0 to N do
Begin
writeln (fichier , ixh, > 7, Uth[i]|[t]);
end;
close(fichier );
end;
procedure ecrireExpliciteT (Uexp : Matrice; t : Integer);
var i : Integer;
nom fichier : string;
fichier : TEXT;
Begin
nom _fichier := ’resultat exp t’ + FloatToStr(txtau) + ’.txt’;
assign (fichier , nom fichier);
rewrite(fichier);
for i := 0 to N do
Begin
writeln (fichier ; ixh, > 7, Uexp[i][t]);
end ;
close (fichier);
end;
procedure ecrirelmpliciteT (Uimp : Matrice; t : Integer);
var i : Integer;
nom fichier : string;
fichier : TEXT;
Begin
nom fichier := ’resultat imp t’ + FloatToStr(t*xtau) + ’.txt’;
assign (fichier , nom fichier);
rewrite (fichier);
for i := 0 to N-1 do
Begin
writeln (fichier , ixh, * 7, Uimp[i]|[t]);
end;
close (fichier);
end ;
var xi, ti : Integer;
x,temps,r : real;
Uexp, Uimp, Uth : Matrice;
Begin

r := (Cxtau)/h;
// on entre les vecteurs U0 et phi pour la matrice solution explicite
for xi := 1 to N do
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Uexp|[xi,0] := UO0(xixh);
for ti := 1 to P do
Uexp[0,ti] := phi(tixtau);
// on entre les vecteurs UQ et phi pour la matrice solution implicite
for xi := 1 to N do
Uimp|[xi,0] := U0(xixh);
for ti := 1 to P do
Uimp[0, ti] := phi(tixtau);
// on calcule la solution numérique explicite
for ti := 0 to P — 1 do
for xi := 1 to N do
Uexp|xi][ti+1] := ((1/2)x(1—1))*Uexp|[xi+1]|[ti] + ((1/2)=
// on calcule la solution numérique implicite
for ti := 0 to P-1 do
for xi := 0 to N-1 do
Uimp|[xi+1,ti+1] := (1/(1+1))*(Uimp| xi+1,ti]+r*Uimp|xi, ti
// on calcule la solution analytique
for xi := 0 to N do

for ti := 0 to P do
begin
x = xi % h;
temps = ti * tau;
if (cxtemps) < x then
Uth[xi,ti] := UO0(x — Cxtemps)
else
Uth|[xi,ti] := phi(temps — x/C);
end ;
writeln (’On doit avoir R < 17);
writeln ("Ici, R= ", (Cxtau)/h);
if ((Cxtau)/h > 1) then
writeln ("Ce n est pas le cas ici...”)
else
Begin

writeln ('La condition est remplie, donc on peut utiliser le mod:
for ti := 0 to P do
ecrireExpliciteT (Uexp, ti);
for ti := 0 to P do
ecrirelmpliciteT (Uimp, ti);
for ti := 0 to P do
ecrireAnalytiqueT (Uth, ti);
end;
end .
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Exemple 2 schéma Lax Friedrichs

program modl; uses sysutils;

// Exemple 1

const P = 100; // nombre de points dans le temps
N = 20; // nombre de points dans 1’espace

C = 4;

tau = 0.01;

T = Pxtau; // longueur de l’intervalle de temps
L = 1; // longueur de 1l’intervalle dans 1’ espace
h = L/N;

type Matrice = array[0..N, 0..P] of real;

function U0 (x : real) : real;
begin

U0:=x;
end;
function phi (t : real) : real;
begin

phi := sin (10%xPIxt)
end ;

procedure ecrireAnalytiqueT (Uth : Matrice; t : Integer);
var i : Integer;

nom _fichier : string;

fichier : TEXT;

Begin
nom fichier := ’resultat th t’ + FloatToStr(t*xtau) + ’.txt’;
assign (fichier , nom fichier);
rewrite(fichier );
for i := 0 to N do
Begin
writeln (fichier , ixh, > 7, Uth[i]|[t]);
end ;
close (fichier );
end;

procedure ecrireExpliciteT (Uexp : Matrice; t : Integer);
var i : Integer;
nom fichier : string;
fichier : TEXT;
Begin
nom _fichier := ’resultat exp t’ + FloatToStr(tstau) + ’.txt’;
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assign (fichier , nom fichier);
rewrite (fichier);
for i := 0 to N do

Begin
writeln (fichier , ixh, * 7, Uexp[i]|[t]);
end ;
close (fichier);
end ;
procedure ecrirelmpliciteT (Uimp : Matrice; t : Integer);
var i : Integer;
nom _fichier : string;
fichier : TEXT;
Begin
nom _fichier := ’resultat _imp t’ + FloatToStr(txtau) + ’.txt ’;
assign (fichier , nom fichier);
rewrite(fichier );
for i := 0 to N-1 do
Begin
writeln (fichier , ixh, > 7, Uimp|i]|[t]);
end;
close(fichier );
end ;
var xi, ti : Integer;
x,temps,r : real;
Uexp, Uimp, Uth : Matrice;
Begin
r := (Cx«tau)/h; // on entre les vecteurs U0 et phi pour la matri
for xi := 1 to N do
Uexp|[xi,0] := U0(xixh);
for ti := 1 to P do
Uexp [0, ti] := phi(tixtau);
// on entre les vecteurs UO et phi pour la matrice solution implicite
for xi := 1 to N do
Uimp [xi,0] := UO0(xixh);
for ti := 1 to P do
Uimp[0,ti] := phi(tixtau);

// on calcule la solution numérique explicite
for ti := 0 to P — 1 do
for xi := 1 to N do
Uexp[xi][ti+1] = ((1/2)x(1—r1))*«Uexp[xi+1][ti] + ((1/2)*
// on calcule la solution numérique implicite
for ti := 0 to P-1 do
for xi := 0 to N-1 do
Uimp|[xi+1,ti+1] := (1/(1+71))*(Uimp| xi+1,ti]+r*Uimp|[xi, ti
// on calcule la solution analytique
for xi := 0 to N do
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end .

for ti := 0 to P do

begin
X := xi % h;
temps = ti * tau;
if (cxtemps) < x then
Uth[xi,ti] := UO(x — Cxtemps)
else
Uth[xi,ti] := phi(temps — x/C);
end;

)

writeln (’On doit avoir R < 17);
writeln ("Ici, R= ", (Cxtau)/h);
if ((Cxtau)/h > 1) then

else
Begin

end ;

writeln (’Ce n est pas le cas ici...”)

writeln ("La condition est remplie, donc on peut utiliser
for ti := 0 to P do
ecrireExpliciteT (Uexp, ti);
for ti := 0 to P do
ecrirelmpliciteT (Uimp, ti);
for ti := 0 to P do
ecrireAnalytiqueT (Uth, ti);
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