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Un exemple de programmation linéaire

Calculez le mélange le moins cher à donner à nos cobayes
Afin d’assurer une bonne santé de cobayes, il faut les nourrir en leur donnant un minimum de 24
grammes de lipides, 36 grammes de glucides et 4 grammes de protéines par jour. Il ne faut pas
leur donner plus de 5 onces de nourriture.
Nous disposions de deux sources d’alimentation. Les croquettes royal cobaye qui contiennent 8
grammes de lipides, 12 grammes de glucides et 2 grammes de protéines par once et qui coutent
3 euros les 10 onces, et les boulettes « vite se casse » qui contiennent 12 grammes de lipides,
12 grammes de glucides et 1 grammes de protéines par once et qui coutent 2 euros les 10 onces.

inconnues I quantité de royal cobaye x1 en once
I quantité de « vite se casse » x2 en once

cout minimiser par rapport à x = (x1, x2) la fonction cout
J(x) = 30x1 + 20x2

contraintes I lipides 8x1 + 12x2 ≥ 24
I glucides 12x1 + 12x2 ≥ 36
I protéines 2x1 + x2 ≥ 4
I diététique x1 + x2 ≤ 5
I ces quantités sont positives : x1 ≥ 0 et x2 ≥ 0
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Domaine admissible

Contraintes :
lipides 8x1 + 12x2 ≥ 24
glucides 12x1 + 12x2 ≥ 36
protéines 2x1 + x2 ≥ 4
diététique x1 + x2 ≤ 5
ces quantités sont positives :
x1 ≥ 0 et x2 ≥ 0

Cout

J(x) = 30x1 + 20x2



Programmation linéaire avec Matlab

Contraintes :

lipides 8x1 + 12x2 ≥ 24

glucides 12x1 + 12x2 ≥ 36

protéines 2x1 + x2 ≥ 4

diététique x1 + x2 ≤ 5

ces quantités sont
positives :
x1 ≥ 0 et x2 ≥ 0

Cout

J(x) = 30x1 + 20x2

CVX: Matlab Software for Disciplined
Convex Programming

Version 2.0 (beta), November 2012, Build
883

cvxr.com/cvx/

cvx_begin
variables x_1 x_2
dual variables lip glu pro die p1 p2;
minimize( 30*x_1 + 20*x_2 )
subject to

lip : 8 *x_1 + 12* x_2 >= 24;
glu : 12 *x_1 + 12 *x_2 >= 36;
pro : 2 *x_1 + x_2 >= 4;
die : x_1 + x_2 <= 5;
p1 : x_1 >=0;
p2 : x_2 >=0;

cvx_end

cvxr.com/cvx/


Programmation linéaire - version matricielle
Cout avec

x =

(
x1
x2

)
et f =

(
30
20

)
J(x) = 30x1 + 20x2

= f>x

Contraintes avec

b =


24
36
4
−5

 et A =


8 12
12 12
2 1
−1 −1


lipides 8x1 + 12x2 ≥ 24
glucides 12x1 + 12x2 ≥ 36
protéines 2x1 + x2 ≥ 4
diététique x1 + x2 ≤ 5

→ Ax ≥ b

cvx_begin
variables x_1 x_2
dual variables lip glu pro die p1 p2;
minimize( 30*x_1 + 20*x_2 )
subject to

lip : 8 *x_1 + 12* x_2 >= 24;
glu : 12 *x_1 + 12 *x_2 >= 36;
pro : 2 *x_1 + x_2 >= 4;
die : x_1 + x_2 <= 5;
p1 : x_1 >=0;
p2 : x_2 >=0;

cvx_end

f = [30 ; 20];
b = [24;36;4;-5];
A = [8 12 ; 12 12 ; 2 1 ; -1 -1];
cvx_begin

variable x(2)
dual variables a p;
minimize( f’*x )
subject to

a : A*x >= b
p : x >= 0;

cvx_end



Programmation linéaire forme standard

Matlab Optimization toolbox

X = LINPROG(f,A,b) attempts
to solve the linear programming problem:

min f’*x subject to: A*x <= b
x

X = LINPROG(f,A,b,Aeq,beq) solves
the problem above while additionally
satisfying the equality constraints
Aeq*x = beq.

X = LINPROG(f,A,b,Aeq,beq,LB,UB)
defines a set of lower and upper
bounds on the design variables, X
...

f = [30 ; 20];
b = [24;36;4;-5];
A = [8 12 ; 12 12 ; 2 1 ; -1 -1];
[x c e o p] = linprog(f,-A,-b,[],[],0*f);

CVX: Matlab Software for
Disciplined Convex

Programming
Version 2.0 (beta), November

2012, Build 883

cvxr.com/cvx/

cvx_begin
variable x(n)
dual variables a p;
minimize( f’*x )
subject to

a : A*x == b;
p : x >= 0;

cvx_end

cvxr.com/cvx/


Progresses in LP

in 1989
LP is a powerful modeling tool, “They are, however, theoretically
complicated and computationally cumbersome”

from 1995 to 2015

improvement factor
machine improvement ×210 = 1000− 1600
solver improvement ×1000− 3600
formulation improvement ???
global improvement ×1− 5 106

a year to solve 10− 20 years ago −→ now 30 seconds
“ linear techniques are nowadays mature, that is fast, robust, and are able
to solve problems with up to millions of variables”



Programmation linéaire Solveurs

Software package Matlab function
Open source
GLPK glpk for linear programming
COIN OR (not matlab yet)

Commercial
CVX for convex optimization
Matlab linprog for linear programming
CPLEX cplexlp for linear programming

cplexmiqp for mixed integer quadratic programming
cplexmiqcp for mixed integer quadratically constrained pg

GUROBI gurobi for LP, QP and MIP
Xpress xpress for LP, QP and MIP
SCIP opti_scip for LP, QP and MIP
MOSEK . . .



Programmation linéaire Solveurs



Programmation linéaire : formulation Standard

PL : forme standard
min

z∈IRm
c>z

avec Az = b
et z ≥ 0

cout linéaire,
contraintes linéaires
A ∈M(p,m)

m variables (inconnues)
z = (z1, z2, . . . , zm)>

vecteur des couts (connu)
c = (c1, c2, . . . , cm)>

la fonction objectif (de perte)
f (z) = c>z
p contraintes : p < m (moins de
contraintes que d’inconnues)
A une matrice p lignes (contraintes) et
m colonnes (inconnues)
b = (b1, b2, . . . , bp)

> vecteur des
«second membres »



Programmation linéaire : la nature du problème


min

z∈IRm
c>z

avec Az = b
et z ≥ 0

A b

x

A b

x

A b

x
Sous déterminé : il y a
plus d’inconnues que
d’équations

il y a autant d’équtions
que d’inconnues

sur déterminé : il y a
plus d’équations que
d’inconnues

A ∈M(p,m)

Dans le cas qui nous intéresse le système est sous déterminé et la matrice
A à plus de colonnes que de lignes : p < m



PL : réduction à la forme Standard
forme standard : cout linéaire, contraintes linéaires

min
z∈IRm

c>z

avec Az = b
et z ≥ 0

A ∈M(p,m)

un exemple simple m = 2, p = 1
min
z∈IR2

az1 + bz2

avec z1 + z2 ≤ 1
et z1 ≥ 0, z2 ≥ 0

il y a trois solutions selon les valeurs de (a, b).
min
z∈IR2

az1 + bz2 + 0z3

avec z1 + z2 + z3 = 1
et z1 ≥ 0, z2 ≥ 0, z3 ≥ 0
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Domaine réalisable


min

z∈IRm
c>z

avec Az = b
et z ≥ 0

A ∈M(p,m)

Domaine réalisable
C’est l’ensemble des vecteurs
vérifiant les contraintes

Sa = {z ∈ IRm|Az = b; z ≥ 0 }
C’est un polytope (polyèdre) convexe

exemple :
z1 + z2 ≤ 1
z1 ≥ 0, z2 ≥ 0

z1 + z2 + z3 = 1
z1 ≥ 0, z2 ≥ 0, z3 ≥ 0

z2

z1
r
r

r



Formulation standard : des inégalités aux égalités
Introduction de nouvelles variables : des variables d’écart e ≥ 0

e = (e1, e2, e3, e4)>

8x1 + 12x2 ≥ 24
12x1 + 12x2 ≥ 36

2x1 + x2 ≥ 4
x1 + x2 ≤ 5

x1 ≥ 0
x2 ≥ 0

=⇒

8x1 + 12x2 − e1 = 24
12x1 + 12x2 − e2 = 36

2x1 + x2 − e3 = 4
x1 + x2 + e4 = 5

x1 ≥ 0, e1 ≥ 0, e2 ≥ 0
x2 ≥ 0, e3 ≥ 0, e4 ≥ 0


min

z∈IRm
d>z

avec Bz ≤ b
et z ≥ 0

=⇒


min

z∈IRm,e∈IRp
d>z

avec Bz + e = b
et z, e ≥ 0

=⇒


min

x∈IRm+p
c>x

avec Ax = b
et x ≥ 0

x = (z; e), c = (d; 0); A = B I



PL : réduction à la forme Standard
La cas des variables non positives

min
x,y ,z

x + 3y + 4z

avec x + 2y + z = 5
2x + 3y + z = 6

et y ≥ 0, z ≥ 0

Trois possibilités :
on ne fait rien. . .
on remplace x par la différence de deux variables contraintes :
x = xp − xm avec xp ≥ 0 et xm ≥ 0

min
xp ,xm,y,z

xp − xm + 3y + 4z

avec xp − xm + 2y + z = 5
2xp − 2xm + 3y + z = 6

et xp ≥ 0, xm ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0

on élimine x à l’aide d’une contrainte



Classification des programmes linéaires



Un exemple de programmation linéaire
Maximisation d’un flot :

prix : A-B 3 e, B-C 2e et A-C 4e
par contrat, chaque connexion doit au
moins recevoir 2 unités
trouver comment maximiser les
revenus sur le réseau

Figure 7.3 A communications network between three users A,B, and C. Bandwidths are
shown.
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Well, almost. The optimum solution might turn out to be fractional; for instance, it might
involve hiring 10.6 workers in the month of March. This number would have to be rounded to
either 10 or 11 in order to make sense, and the overall cost would then increase correspond-
ingly. In the present example, most of the variables take on fairly large (double-digit) values,
and thus rounding is unlikely to affect things too much. There are other LPs, however, in
which rounding decisions have to be made very carefully in order to end up with an integer
solution of reasonable quality.
In general, there is a tension in linear programming between the ease of obtaining frac-

tional solutions and the desirability of integer ones. As we shall see in Chapter 8, finding
the optimum integer solution of an LP is an important but very hard problem, called integer
linear programming.

7.1.3 Example: optimum bandwidth allocation
Next we turn to a miniaturized version of the kind of problem a network service provider
might face.
Suppose we are managing a network whose lines have the bandwidths shown in Fig-

ure 7.3, and we need to establish three connections: between users A and B, between B
and C, and between A and C. Each connection requires at least two units of bandwidth, but
can be assigned more. Connection A–B pays $3 per unit of bandwidth, and connections B–C
and A–C pay $2 and $4, respectively.
Each connection can be routed in two ways, a long path and a short path, or by a combina-

tion: for instance, two units of bandwidth via the short route, one via the long route. How do
we route these connections to maximize our network’s revenue?

This is a linear program. We have variables for each connection and each path (long or
short); for example, xAB is the short-path bandwidth allocated to the connection between A
and B, and x′

AB the long-path bandwidth for this same connection. We demand that no edge’s

195

On introduit les variables xi : x1 (AB direct),x2 (AB long), x3 (BC direct), x4
(BC long), x5 (AC direct), x6 (AC long)

max
x∈IR6

3x1 + 3x2 + 2x3 + 2x4 + 4x5 + 4x6

avec x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 10 arrête B-b
x1 + x4 + x6 ≤ 6 arrête a-b
x1 + x4 + x6 ≤ 6 arrête a-b
x1 + x2 ≥ 2 traffic minimum
. . .

et xi ≥ 0

voir Algorithms, S. Dasgupta, C. H. Papadimitriou, and U. V. Vazirani, 2006, page 195
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Un exemple de programmation linéaire
Le problème de transport :

d ports de départ avec chacun une quantité ai , i = 1, d à envoyer
r ports d’arrivée avec chacun une quantité bj , j = 1, r à recevoir
cij le cout de transport d’un port ai vers un port bj est connu
trouver comment affréter les bateaux pour un cout minimal

On introduit les variables xij : la quantité de produit transporté de i vers j .

min
z∈IRd×r

d∑
i=1

r∑
j=1

cijxij

avec
∑

j

xij = ai ; i = 1, d∑
i

xij = bj ; j = 1, r

et xij ≥ 0
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Conclusion

Optimisation sous contrainte : programmation linéaire
I flots
I transport
I plus court chemin

L’importance de la forme standard
I réduction des problèmes

Il existe maintenant d’autres algorithmes plus puissants : points
intérieurs

le Lièvre L2 et la tortue L1



Example : a vous
L’entreprise Cannes United dispose de 3 usines de fabrication (A,B et C). Il souhaite minimiser

ses couts de transports entre les sites de fabrication et ses 4 magasins (W,X,Y et Z).

Usine Production
A 400
B 1500
C 900

Total 2800

Magasins Demande
W 700
X 600
Y 1000
Z 500

Total 2800

.

Nous avons aussi la matrice des couts de transports :

W X Y Z
A 20 40 70 50
B 100 60 90 80
C 10 110 30 200

Par exemple, le cout de transport vers Y d’une canne fabriquée à A est de 30 euros.

1 formuler le problème comme un programme linéaire,

2 donner la solution du problème

3 donner la formulation duale
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