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NOTATIONS, ACRONYMES

Nous utiliserons dans ce rapport les noms de constantes habituelles :
- Kou k pour les constantes de raideur ;
- m pour les masses ;
- xouy pour les positions des masses en fonction du temps.

Les valeurs de A apparaissant dans les équations de mouvements comprennent leurs
k k
facteurs de - (par exemple, « A; = 2 ~ »).

Les codes donnés en annexe sont dans leur totalité en langage Maple.
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1. Introduction

Le semestre 4 inclut un EC P6, qui consiste en un projet & mener en équipe pour
s'ouvrir a un domaine particulier de mathématiques, de physique, de chimie etc. Nous avons
constitué un groupe de quatre étudiants et, encadrés par M. Gleyse professeur de
mathématiques, nous nous sommes intéressés au comportement des systemes de masses
et de ressorts.

Les systémes oscillants sont présents dans de nombreux domaines. Nous avions
déja eu l'occasion de traiter quelques problémes de systémes oscillants en mécanique (P2)
ainsi qu'en électricité (P3, P5), mais les problemes traités ici sont plus complexes car
contiennent plusieurs éléments oscillants en réseau. |l existe plusieurs approches pour tenter
de décrire ce type de systeme, nous nous sommes donc réparti le travail pour pouvoir
développer simultanément une approche algébrique, une étude par la transformée de
Laplace, ainsi que des simulations numériques grace au logiciel Maple.

Nous ferons 'hypothése que les pertes d’énergie dues aux frottements sont nulles et
que les masses oscillent horizontalement de fagon idéale. Dans les différents graphes
présentés, chaque courbe représente les oscillations d’'une masse par rapport a sa position
d’équilibre.

2. Méthodologie & organisation du travail

La répartition du travail s’est réalisée de la maniére suivante :

- Alexis Kalfa a travaillé sur une approche du projet par les transformées de
Laplace.

- Carl Rodriguez et Baptiste Lefebvre ont utilisé la méthode algébrique pour
résoudre les équations de mouvements :

O Carl Rodriguez en généralisant le probléeme a des constantes de
raideur et des masses différentes.

O Baptiste Lefebvre en uniformisant ces constantes et en généralisant a
des systemes a N masses couplés a N+1 ressorts.

- Jean Desplats s’est chargé de la modélisation numérique des différents
problémes sur Maple.

Les deux premiéres séances ayant servi a cerner l'objectif du projet et a rassembler
une bibliographie aussi consistante que possible, nous avons pu commencer nos parties sur
de bonnes bases sur le reste du semestre. Les deux derniéres séances ont été axées sur la
préparation du rapport, tout en finissant les quelques éléments manquants a la rédaction de
celui-ci.
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3. Travail réalisé et résultats

3.1. Systemes a 2 masses — 3 ressorts
3.1.1 Résolution a I'aide de la méthode de Laplace

Lors de l'étude du mouvement d'un systtme masses-ressorts, les équations
différentielles de mouvements sont parfois d’'un ordre trés élevé, donc trop compliquées a
résoudre de maniére classique. Il faut donc utiliser des méthodes alternatives de calculs
pour les résoudre.

Nous allons ici nous intéresser a la méthode de Laplace.

Définition de la méthode de Laplace

Lorsque I'on veut résoudre une équation différentielle par la méthode de Laplace, il
suffit d’utiliser la transformée de Laplace. En effet, la transformée nous permet de nous
ramener a une équation plus simple a résoudre. Puis lorsque I'on résout cette équation
« plus simple » on doit utiliser la transformée inverse pour retrouver la solution de notre
équation de base.

Latransformée de Laplace

Pour une fonction f(t), non nulle et avec t>0, sa transformée de Laplace est notée
F(t), etona:

o

Fip) = £{f(t)} = [ e 7f(t)dt.

0-

Pour trouver les transformées, on utilise la définition ci-dessus, mais pour les cas les plus
compligués, on se référe a une table comme celle-ci :

f(t),t =0 F(s) ROC
1. 8(¢) 1 Alls
1
2. u(t) T Re(s) > 0
1
3.t = Re(s) > 0
8
- n! Re(s) > 0
4 [ S”‘:i. L(b -
S.e® S Re(s) > —a
sta
1
6. te™™ ~ Re(s) > —a
(s + a)°
n!
T e s Re(s) > —a
(s + a)'!
b
8. sin bt e = Re(s) > 0
§° + b*
9. cos bt = Az - Re(s) > 0
s° + b*
: b
10. e sin bt ———— Re(s) > —a
(s +a) + b°
s+a
11. e cos bt =l ,t == Re(s) > —a
(s + a) + b°
2bs
12. tsin bt B Re(s) > 0
(= b%y
§* — b?
13. t cos bt Re(s) > 0

(s> + b:):
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Transformée inverse de Laplace

La transformée inverse nous permet, comme nous l'avons expliqué plus tét, de
retrouver la solution de notre équation d’origine. En gardant le fait que la fonction f(t) est non
nulle avec t>0, la transformée inverse est donnée par la formule :

f)= =5 [ e Fp)dp,

y—1 -0

ou y est choisi de sorte que :
= lintégrale soit convergente, ce qui implique que y soit supérieur a la partie réelle de
toute singularité de F(p) ;
1

2
» 4 linfini, |[F(p)| tende vers 0 au moins aussi rapidement que |jJ| .

Pour trouver les transformée inverse, on se sert de la définition et de table (comme
celle-ci-dessus) mais dans « le sens » inverse que celui utilisé pour trouver la transformée.

Propriétés de la transformée de Laplace

La transformée de Laplace présente différentes propriétés, nous allons ici vous
présenter les principales. On pose f et g deux fonctions qui peuvent étre transformées par
Laplace.

Linéarité :

. t'f,{a.f +bg}=al{f}+bL{g}
L{f'} =pL{f} - £(07)

Integration :

e{ [ snar} = Leeny
0- p
Valeur initiale :

lim f(t)= lim pF(p)

t—0t p—+oo
Valeur finale :
Jim  f(t) = lim pF(p)

Mise en pratique de la méthode de Laplace pour résoudre des équations différentielles

La résolution d'une équation différentielle y(t) par la méthode de Laplace s'effectue
en trois grande étapes :
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= on doit d'abord appliquer la transformée de Laplace a I'équation y(t), on trouve donc
une équation avec du Y(p).

» La deuxiéme étape consiste a isoler Y(p). Il faut donc remplacer par les conditions
initiales dans le calcul. On cherche ensuite a regrouper les Y(p) pour lisoler.

= Enfin on applique la transformée inverse a la solution Y(p) que l'on a trouvée pour
trouver y(t).

Pour illustrer ces propos, nous allons nous servir des applications aux systéemes
masse ressort étudié.

Application de la transformée de Laplace au systéme masse-ressort

Nous allons donc étudier le cas d'un systéme masse-ressort composé de deux
masses m;=m,=0,1, et de trois ressorts de constantes de rappelle k;=k;=20 et k,=10.

Nous avons donc deux ressorts identiques que nous nommerons K, et nous
appellerons le troisiéme k. Les masses, toutes deux identiques, seront appelées m. Enfin on
pose Xy(t) et x,(t) les deux équations de position liées respectivement a m; et m,.

Nous appliquons le principe fondamental de la dynamique a ce systéme. On a :
(1) mx1 = —Kx1 — k(x1 — x2)
(2) mx2 = —Kx2 — k(x2 — x1)

Conditions initiales : on donne x;(0)=0,1 et x,(0)=0,1. Autrement dit les deux masses sont
lachées en phase.

Puis nous appliquons la transformée de Laplace a ces deux équations :
(1) m(S2L1(x)-Sx1(0)-x1’(0))+KL1(x)-k(L1(x)-L2(x))=0
(2) m(S2L2(x)-Sx2(0)-x2’(0))+KL2(x)-k(L2(x)-L1(x))=0
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En effectuant (1)-(2), on remarque que L1(x)=L2(x).
Ce résultat nous apparait logique car le systéme est en phase.
Nous pouvons donc résoudre une des deux équations :

(1) m(S2L1(x)-Sx1(0)-x1’(0))+KL1(x)=0

(1) mS2L1(x)-mSx1(0)+KL1(x)=0

Nous cherchons ensuite a isoler L1(x) :

(1) Ll(x):mel(O)

K+msS?

On remplace ensuite par les conditions initiales. Nous avons donc :

(1) L1(x)=L2(x)=0,1———

524200

A laide de la table que nous avons présentée plus haut nous pouvons appliquer la
transformée inverse de Laplace et nous déduisons que :

x1(t)=x2(t)=0,1.cos (10?2 t).

On peut visualiser a I'aide de Maple les oscillations que font les masses lorsqu’elles
sont lachées avec le méme décalage de 0,1. On constate que les masses continuent a
osciller en phase. Notez que les deux courbes sont volontairement décalées en hauteur pour
éviter qu’elles ne se recouvrent :

syr o= {m-diff (xd(8), 1) =—E-xd(8) — k- (xI(8) — z2(8)), m -diff (z2(8), 8, 8) =—K x2(8) — k- (z2(#) — =i (1))}

2 A 2 Y 1
. {d—xi(.t) = —ERI(8) — k (x1(5) — 22(2)).7 {d—xzm = —E2(t) — k (x208) — (1)} (1;
L 'ﬂz 4 'ﬂz 4 :
CI = {D(xf)(0) =0, D(x2)(0) = 0, x(0) =z, x2(0) = x20};
(xI(0) =xi0, x2(0) = 220, D(xI)(0) =0, D(x2)(0) =10} @
mo= 01, =20k = 10;
0.1
20
10 @
210 = 0.1, 220 = 0.1
0l
01 @
sol == drodva(avelf (sys undon CF), {x7(2), x2(2) });
\xi(t) = 11—0 cos(10)2 ¢), x2(t) = 11—0 cos(102 £) | s

plot([rhs(zol[1]), rks(sal[2]) + 0.25] t =04, color= [ blue, yellow ),

MANANNNANNNNS
JNVVVYV VYV

=




o®
“g5INSR H

On observe également le comportement des deux masses lorsqu’elles sont lachées en
opposition de phase. Il ressort que les oscillations, bien qu'opposées, gardent la méme
période et la méme amplitude :

sps = {m-diff (5 (1), 4 1) ==K xi(8) — k- (xI(1) — x2(2) ), m-aliff (x2(2), 4, 8) ==E-x2(2) — k- (x2(¢) — xE(2)) ],

3y

= —Ex2(t) — k (x2(8) — x1(8)) ’

& ) &
[m [—XJ(.{] =-Exiit)—k(xi() —x2(H),m [—xZ(i)

i J & J

N B

i A #
‘0.1 [—xz(:j = —30xi(8) + 10x2(8), 0.1 {—xzm = a0 x2(H + IDxf(:]’

de ) d'tz s
¢ = {D(x)(0) =0, D(x2)(0) =0, xI(0) = xI6, x2(0) = x20};
(xI(0)=xI0, z2(0) =20, D(xf)(0) =0, D(x2)(0) =0}

mo= 0.1, K= 10,k = 10;
0.1
20
10
0 =-01,x20= 01,
=01

0.1
sol = dsalve (avalf (sys union CT), {x1(8). x2(£) ).

=-1 =L
{xi(f)— 0 cos(204), x2(¢8) 0 cos(20¢)

plot([rhs(sal[1]), rhe(s0l[2]) ], +=10.4, color = [ blue, yellow]).

010

005

-0.05

=nin

3.1.2 Résolution algébrique

On veut déterminer les équations de mouvement de masses reliées par des ressorts.
On s'attache ici au probleme de trois ressorts et deux masses

Principe fondamental de la dynamique :
m;X; = —(Ky + Kz)x; + Kox;

_— . m;X; T{ KXy _k(kﬁ + k3)x,
doncx; = Jatay 4 feyaty, = Yoy, Gatha)y
1

2
1 mp my

En considérant que k; = ks = K, quek, = ketquem; = m, = m

— —(K+k) k
2 — —
_— = X = m m
On a donc e AX avec A K —(k+K)
m m
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On cherche donc les valeurs propres A; etA,associées aux vecteurs propresu, etu,de fagon a ce
que Au1 = AluletAuZ = Azuz

Donc Au = Au

d'ou Au = Aldu

etainsi (A—Ald)u=0avecu # 0
ce qui revient a det[A —Ald] =0

—-(K+k) 3 k
7 m m —
On résout donc K ) 0
m m

2

<K+k K+k>2 4K> (2k>2

m m m m

donc on a deux solutions réelles A; = _;K eth, = 2K
or on Salt que Au1 = XluletAuz = Azuz
—(K+K) k . Lo
_ m m 2\ _ _ —2k-K 2
donc Au, = K —(K+K) <Yz) = A, Idu, = — (0 1) (YZ)
m m
—(K+K Kk —2k-K
L )X2+;Yz m X2\, . 1
E B (k+K) = _2k—K dOU Xy = _yZetuZ = (_1)
m 2 Y2 S
. PR 1
De meme Au1 == __l’rll( dOﬂC X1 = yletul == (1)
m Y1
_Kktk Kk
-1 _ _ m m
OnaPDP™" = AavecA = K kK
m m
-K
. A O — 0
Etaussi Aq, u,) = (O )\2) = o 2K
m
/11 4 11
Fluyua) = (1 —1) etb™ = _E(—1 1 )
X" = AX
X" = PDP71X
P~1X" = DP1X

(P71X)"” = DP71X
En procédant au changement devariable suivant: P~1X = Y
OnaY"’ = DY

A O
— -1 _ A — ("1
D = PAP —A—(O 7\2>
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v, 0 A/ \V2
on résout les équations différentielles homogenes

yi' = My1
v2" =Ny,

y1(t) = Bicos(y/ —A1t) + Cysin(y/ —Aqt)

YZ(t) = BzCOS(ﬂ _)\2t) + Czsin(w/ _Azt)
En se rapportant au changement de variable Y = P71X

« y dorllc P\i = Xy N
1\ _ 1\ _ 1\ _ (Y1 T2
(Xz) - P(yz) - (1 —1) (yz) - (y1 - yz)
D'aprés les conditions initiales :
k1 = k3 =K= 20

k, =k =10
m; =m,=m=0,1
X1(0)=0
X,(0) =0
e x1(0) = X1 avec X10 et X20 positions respectives de laché des masses m;etm,
x5 (0) = X20

x1(0) = X10 =y;(0) +y,(0)
X2(0) = X20 =y,(0) —y,(0)
y1(0) = Byety,(0) = B,

X20 + X10
. - . N (0) = 2
Soit apres résolution du systeme X10 X20
y2(0) = 2

X1(0) = Cy4/—Ajcos(y/ —A1t) + Cz,/—Azcos(,/—Azt) =0
X5(0) = C1/ —A1c0s(y/ —A1t) — Coy/ —Ac0s(4/—A,t) =0

EtcommeA; < 0OetA, < OalorsC; =C, =0

X10 + X20

X1(t) = ————cos(y —\t) + cos(,/—lzt)
On a donc
X10 + X20 X10 — X20
X5 (t) = ————cos(y —Ait) = —————cos(y/ —A,t)

En rempla(;ant par les valeursexperlmentales

X, (t) = x,(t) = liocos(mx/it)

On a donc bien les deux masses lachées sans vitesse initiale qui décrivent idéalement
le méme mouvement, des oscillations sinusoidales en phase autours des points

13

d 'équilibre respectifs. Voir courbes Maple pour analogie avec la méthode numérique.
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Simplification en égalisant les constantes

En utilisant des constantes de rappel k;=k,=k et m;=m,=m

On obtient :

Bilan des forces sur M : mz -k (X1-lp) X
FZTMl)zk(xZ_xl_lO)f

Bilan des forces sur M, : m = -k (Xp-X1-lo)X

FéTmz) = -k (L-xz -l)%
On appligue le principe fondamental de la dynamique :
mx; = - kKxg+Klg+kxo-kxs-kly = -2kx; + kXo
M, = - KxXo+klg+kx;-kXo-Kly = kx; — 2kx, +KL
L étant la longueur totale du systeme, I la longueur a I'équilibre d’un ressort.

En mettant ces équations sous forme matricielle, on a :
k k

[k ok
B)=| " () +(2)
m

mL
m

()=-%( E)+50
On a donc une équation de la forme ¥=AX+E avec A = %(_21 _1) etB = % ©

L
A réquilibre, X=AX+B = 0 , d'ot X¢; = <23L>

3
On prendra par la suite X=AX (I'hypothése simplificatrice étant que
x1(t=0)—x1éq = x,(t =0) —x2éq =0
On cherche maintenant a exprimer la matrice A sous la forme A=PDP ™!

On cherche pour cela les valeurs propres de A (en résolvant 'équation det(A—1;1)=0).

Ce quidonne : 4, = —% et A, =_% ,SoitD:—%((l) g)

A partir de ces deux valeurs propres, on résout les deux équations (A- AI))? =0.

Ce qui nous donne les deux vecteurs propres, v;=(3) et v;=(",).

. . k(1
On obtient donc la matrice de passage P—m (1 _1)

On a donc X=AX —— X=PDpP™! X
A=PDP~1

D'ou P~1X=DP~'X
On opére le changement de variable P~1X =Y

On a donc ¥=DY : ce qui donne {3.’.1 f GBLIIPR {3.1.1 ~ A — 0
V2 =22 V2 — A2y, =0

Ces équations différentielles donnent des équations de mouvement de la forme :
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(yl(t) = cos(\/%t) + 5 sin(—\/%t)

v,(t) = a, cos(—\g t) + B, sin(\Fft)

Avec a et B des constantes dépendantes des conditions initiales :

at=0, y;(t) = «a; cos(\/% t) = a;, qui est donc la position initiale de la masse i.

Le graphe ci-dessous construit sur Maple illustre la situation ou ki=k,=ks=k et m;=m,=m,
avec les deux masses lachées en opposition de phase, c’est-a-dire avec un décalage

inverse :

sys o= {m-diff (z2(3), 4 8) ==k 22(8) — k- (xd(#) — 22(8) ), m -&fF (x2(2), 8, 1) =—k-x2(2) — k- (z2(8) — xI(1))}

2 5 o] 5y M
[m [f? w0) | =t )~k (a2 (0) = 72 [f’?xz(:)f = k() k(520 5 0)
Cf = {D(xI)(0)=0,D(x2)(0)=0,x(0) =xi0, x2(0) =x20},
(x1(0)=x10 x2(0)=%x20 D(x{)(0) =0, D(x2)(0) =0}
moe= 01,k =10,
0.1
1
O =-01,x20:=101,
-0.1
0.1
sal = dyolve(evalf(sys union C7), {xi(3), x2()}),
{xf(f] = —11—0 cos(lD \."’?f], x2(t) = 11—0 cos(l[l \."?f] |
plot([rhs(sal] 1]), hs(sai[2]) ], t =04, calor = | blue, yeliow]), .
0.10
0.05
1]
2 4
H
-0.05
-0.10
L
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3.1.3 Influence des différents paramétres du systeme

Jusqu’alors nous n’avons traité que des cas ou les masses étaient les mémes. Mais
on peut imaginer des situations ou les masses n’ont pas la méme inertie et réagissent donc
difféeremment.

Dans les exemples qui suivent nous ne nous sommes pas contentés de demander a
F'ordinateur de résoudre les équations différentielles, nous lui avons fait appliquer la méthode
des transformées de Laplace étape par étape. Se référer aux annexes pour avoir le détail du
code.

Voici tout d’abord un cas ou seules les masses différent, les trois ressorts étant les
mémes. |l apparait que les oscillations des deux masses n’ont pas la méme amplitude a
cause de la différence d’inertie :

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 3 fi
f
-1

Voici ensuite un cas similaire, a ceci prés que I'on applique une force constante a t=0,
qui tire les masses vers la droite (C’est-a-dire les x croissants) :
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Imaginons maintenant un cas ou les deux masses sont différentes, et k;=k; mais le
ressort du milieu k, est différent :

-2 a 2 4 6 3 10 12
f
-1

Enfin nous avons codé le cas ou toutes les masses sont différentes, et tous les
ressorts aussi. Malheureusement l'ordinateur atteint ses limites et nous renvoie une
expression avec du RootOf, donc partiellement calculée. Par conséquent il est impossible
d’en tracer la courbe. Le code est également disponible en annexe.

3.2. Généralisation a N ressorts

Dans un premier temps, on résout le probléme pour un systéme de trois masses et quatre
ressorts.

On applique le PFD aux masses My, My, M3 .
— () = =2x:(6) + %, (1)
%95'2 () = x1(t) — 2x2(t) + x3(¢)

(

|
On obtient le systéme suivant : 4 -

| .

| 550 = 00— 2x0)

2 -1 0
Ce qui nous donne la relation matricielle suivante : X(t) = — %( -1 2 —1) X(t)
0 -1 2
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On fera I'hypothése, d’aprés le PFD ainsi que d’aprés la matrice As;, que les mouvements
des masses ne dépendent que des ressorts qui leurs sont adjacents.

L’équation det (A3 — AI) = 0 nous donne les valeurs propres suivantes :

=27 ; L=02-V2)- et A=(2+V2)=

On obtient les vecteurs propres suivants :

1 1

k(YN k[ 2\ . k[ 2
v = 0 P V2 = 7 Vs = Y
-1 1 1

Généralisation a n masses / n+1 ressorts

Admettons que I'équation de mouvement s’écrive toujours X = AX

Par analogie avec les systemes a 2 et 3 masses, A s’écrit de la maniére suivante :
2 -1 .
. / IR 0 \
L2 -1 /
0 -1 9

On obtient des valeurs propres 4; = %4sin2 (j—") = %(2 — 2cos (i))

2(n+1) n+1
. e — T
En consequence, les vecteurs propres s’ecrivent v = [Sln ﬁ]l
=1

.|k . [3k
L, g . . = 1=t 1 [—t—,
Vérification : dans le cas n=2, on a bien X = C;e \™ v;+ C,e V7 v,

. - . . n+1
Pour simplifier la recherche des équations de mouvement, on remarquera que ||v;|| = —

On introduit le vecteur ¥, = /ﬁ?j Ainsi, ||| = 1 pour tout j ; on obtient une matrice de

passage P orthogonale de coefficients p;; = /Esmﬁ avec 1<i,j<n . Ceci nous

confére 'avantage d’avoir PP = p = p*
De la méme maniére que dans les autres cas, on a :
X= —AX= -PDP™' = P(-D)P~1X

. . Y1 =My
D'ou P~1X = —DP~1X ; donc Y = —DY soit : :
yn = _/lnYn

On a alors y; = aj cos \[A;t + B; sin,/A;t Avec a et B constantes de conditions initiales.

Or X=PY d'oui : jr; = | ?=1Sin(1ian1)yf

Comme montré précédemment, a représente la position initiale de la masse.

Intéressons-nous maintenant a B : On dérive dans un premier temps y; ce qui donne :

Y, = a (eiﬁt)'
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= aj(i\/Tj)e"\/A_it: aj (=% sin(\/4;t)) + B;(\/4; cos(\/4; t))
Donc si on prend la vitesse initiale, y,(0) = B;,/4;
Donc, %,(0) = /ﬁﬂ;o sin(%) BiJA

Dans nos expérimentations, nous prendrons donc g; = 0 pour tout j, puisque nous ne
donnerons initialement pas d’'impulsion aux masses.
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4. Conclusion et perspectives

L’étude des systémes masses-ressorts nous a permis d’approfondir différents
domaines de mathématiques, ainsi que d’en découvrir de nouveaux. Nous avons pu
résoudre des systemes d’équations différentielles de fagon algébrique, mais aussi trouver les
solutions a 'aide de nouveaux outils tant mathématiques que numériques : les transformées
de Laplace et le logiciel Maple.

Pour compléter notre vision du sujet il faudrait peut-étre envisager un TP afin de
vérifier nos modeéles théoriques. Avec plus de temps nous aurions aussi pu nous intéresser a
des systémes en 2D (par exemple 3 masses reliées de fagcon fermée par 3 ressorts sur un
plan) plutot qu’oscillant selon une seule dimension.

Ce projet, enfin, aura été pour nous l'occasion de perfectionner notre coordination
dans le cadre d’un travail en équipe, en nous basant sur une recherche de documents. La
gestion de travail de groupe est un savoir-faire non négligeable puisque nous serons de plus
en plus amenés a travailler sur des projets collectifs.
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6. Annexes

Nous allons présenter ici le code Maple qui nous a permis d’obtenir les différentes
courbes présentées dans le dossier.

6.1. Mémes masses mémes ressorts

Masses lachées en opposition de phase

sys = {m-diff (xI(8), 8, 8) =—k-xi(t) — k- (xd(t) — x2(8)), m-iff (x2(2), 8, 1) ==k - x2(t) — k- (x2(8) — xF(8)) }:
2 \ 2 5
{m [%xi(f}f =-—kxi(t)—k(xi(t) —=x2(1)),m [EFXZ(I)J

OF == {D(x7)(0) =0, D(x2){0) =0, x1(0) = %10, x2(D) = x20};
(zI(0)=xi0, x2(0) =x20, D(xI)(0) =0, D{x2)(0) =0}

=—kx2(t) — k (x2(1) — xf(f))-

mo= 01, k=10,

01

10
xiQ =01, x20:= 01,

=01

0.1
sal = dsalve(evalf (sys union CT), {xi(1), x2(8)});

xi(t) = _ll_El cos(lD \.f?r], x2(t) = 11—0 cus(lD \."'?.f] I

plot([rhs(sai[1)]), rhs(s0l[2]) ], = 0.4, color = [ blue, yellow]),
010

-0.0%

-0.10
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6.2.

Masses
en phase

Mémes masses deux ressorts différents

sys == {m-diff(xI(8), 4 8) ==K -xi(8) — k- (xd(2) — z2(8)), m-iff (x2(8). 1, 8) =—E-x2(2) — k- (x2(}) — xi(8)) }.
2 A 2 Yy
IaChéeS {m {:i?x!(i) =-Exl(f) —kixi(}) —z2(¢)).m [:]sz(i)
of = {D(x)(0) =0, D(x2)(0) = 0, x2(0) = x10, x2(0) = x20},
{x1(0) =xI0 x2(0) =x20, D(xd)(0) =0, D(x2)(0) =0}

= —Ex2(h) —k (z2(1) — xf(l))r

moa= 0.1, K= 20,k = 10,
01

20

1n
i =01, x20 =01,

01

01
sol = dsolve(evalf (sys union C7), {xi(#), x2(2)}), )
xi(t) = ll_D cus(l[l \.”Et}, x2(8) = ll_D cus(l[l \."?.f} |

plot([rhs(sal[1]). #hsisel|2]) + 0.25], ¢ =04, color = | blue, yellow]),

24
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Masses lachées en

opposition de phase

sys = {mediff(xlig), L) =-K-xl(t) — k- (xI{t) — x2(8) ) m-aBff (x202), 8, 8) =— K -x2(8) — k- (x2(8) — xI(¢)) 1
2 Y

2 5 .
{m [E?xf (f]} =-KExi(t)—k(xd{i)—x2(1)).m [EFXEU)} =-Ex2(t) =k (z2(1) — n’(r)]J
e ) & ) |
0l | —xi =-30xf 10x2(), 01 | — x2 =-30x2 10x;
[ [ T (:)J xE(E) + 10 22(2) [&2 x (:)J x2(1) + 10x (:)J

CTe= {D(x)(0)=0,D(x2)(0)=0,x{0) =x0 x2(0) =x20};
(x1(0) = x20, x2(0) = %20, D(x1)(0) =10, D(x2)(0) = 0}
mo= 01, K= 20k = 10;

0.1
20
10
xi@=-01,z20:= 01;
-0.1
0.1
sol = dsakve (evalf(sys union CT), {xf (), z2(2)});
L =L |
xi(t) = i cos( 20 t), x2(t) 0 cos(20 ;‘)7
plot( [rks(sal[1]), rhs(s2i[2]) ], ¢ =0..4, color = | blus, yellow]),
0.10
005
0
1 2 3
f
-0ns
-nin
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6.3. Deux masses mémes ressorts

egnl = alpha-m-dgf (x[1](2). 152) = k- (x[2](+) — =[1](2)):

egn2 = m-difF(x[2](2), 832) = k- (x[1](2) — =[2](#));

i = x[1](0) =2 D(x[11)(0)=0,x[2](0) =0, D(x[2])(0) =
(0 =2, D(xl)(ﬂ) =0,x,(0)=0, D(xzj(ﬂ) =0
with (inttrans ),
| addtable, faurier, fourtercas, fourtersin, harkel, hilbert, imviaurier, invhilhert, imdapiace, immellin, laplacs, mellin, savelabiz |
laplace(egni, i, 5),
—aum [D[xl)(ﬂ] + 5 XI(D)) + fapface[xl(i), L, s) s am=k Iaps’ace(xz(i), i s) —k Iapface[xl (£), & s)
laplace (egn2, i, 5 ),
—-» [D{xz)(ﬂ) + 5 xz[ﬂ)) + Iapface[xz(f), 4, s} “m=—k Iap[ace[xz(r), 5, s) +k Iapface[xl(f), 4, s}
eval( { %, 9624}, (imi]);
{Iaps’ace(xg(:), 3 s) m=—k Iapface(xz(f), 3 s) +k Iaps’ace(xl(a‘), i, s), -Zams+ iapface(xl(a‘), i, s) s oam =tk Iapface(xg[f), 3 s)

—k Iapface[xl(.t), i, s}}
sal = safve( %6, {laplace(x[1](2). ¢ 5), laplace(x[2](2), & 5) 1),

2{ms2+k]a 2ok ’
)

Iapiace(xl (£, 8 s) = ,laplace (xz(f), 8, s) =

s(am52+ak+k) s(am52+ak+k
inviaplace (%, 5, ¢);
—_— Ny | YY)
{- f -
2{a+ cosh[M 2c;.[1—cosh[L{m+1}‘f ’
om i
% (t) = == 51 = -
18) at1 2 atl

ans = emf[%, {alpha=11—n,m= 1Lk= 1]];

3\ AN
1(:)=i+ ﬂcush[l—\, -11 100 :|,x2(:)=i— icush[i\;—n J1on .z||

10 ) 11 11 10 )]
yl1] = unapply(eval(x[1](2), ans), 1),

2 20 1 i
L — - i
+ 1 + T cosh[ T 11 /100 r/|

v[2] = unapply(eval(x[2](1), ans), 1),

2 2 \ = 7 |
I—'T— TCUSh[W\‘ =11 4 100 IJ

plot([y[1](2), ¥[2](2)] ¢ =-3 6);
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Méme cas, avec une force heavyside constante a partir de t=0 :
agrl = alpha-m T ([ 1](2), 132) = k- (=[2](2) — =[1](£)) + w(2);

=k (xy(1) = (1)) + u(2)

2 3
m [%xl(i) Zk(xz(x)—xl(i)) + uit)
egrl = m-diff (x[2](2), 882) = k- (x[1](2) — z[2](¢))

= x| =k (% (1) = x5()

— t— Heaviside (¢ — 1),
t— Heawiside(t — 1)
imi= x[1](0) =2, D(x[1])(0) =0, z[2](0) =0, D(x[2])(0) =0,
% (0) =2 D[xl)(ﬂ) =0,%,(0)=0, D[XEJ[D) =0
with(inttranrs ),
|addiable, fourier, fouriercas, fouriersin, hankel, kilbert, inviturier, wnvhilbert, inviaplace, immellin, laplace, mellin, savetable |
lapiace(agnl, 1, 5),;

—onm (D[xlj(ﬂ) + 5 xl(D]) + Iapiace(xl (£, ¢ s] Pam=k Eapface[x2(t), 1, s) —k Iapface(xl(r], t, s) + £
laplace (egn2, t,5),
- (D(X2)(D) +5 xz(D)) + Eapfacg(XZ(.t), i, s) Fm=-k Iapface(xz(i), t, s) + & Eapfacg(xl (), ¢, s)
eval( {26, 26%), {ini});

Iapface(xz(rj, ¢, s) “m=-k Iaps’ace[xz(r), 8, s) +k Iapface(xl (£, ¢ s], -Zoms+ Iapface(xl (£, ¢ s] “am=k Iapiace(xz(r), i, s)

— k laplace [xl (£, ¢ s)

sol = solve (%, {laplace(x[1](1), ¢, s] laplace (x[2](8), £, 5)}),
2 2 -5
{Iapface(xl(f),i,s): (m e+ k) (2ams+e7)

2 -3 ]
,Iapface(xz(fj,r,s]= k[2cf.ms *e ) }

s [cr.m52+c.k+k] s3m[am52+ak+k]
imviaplace( %6, 5, 1),
3\ | ———— A A A
[ - [ —
x1(3)=2msh[" amk (at+1) ¢ +L 12 Ha[Zm [cnsh{" amk(a+l) (i—1) ‘*1 —ki{-1+22) +(a
o / 2 (a+1) km o / /
k \2\ hY / k o
1) £k+4msm[i JECERVRURNTY N B Heaviside(ifl)+4[f(a+l)cnsh[m ta
2 Vv s L, J Qi J
| T E—— N A A
/- —_
L 1 [a[k(3—1)2+2m [cosh{ foamk(atl) = 1) | = ||+ & (2 = 1)?| Heavisde(z — 1)
o
+ 1| amk| x(t)=— / AJ /
J J 2 2 (0:+1]2km

E—
2| cosh J —omk (a+ 1) £
4 am )

a+ 1

ans = evarf[% {alpha——D m=1,}c=1”;

3\ hY
{xl(s) f? cush[ TR r|+%[Lcosh[ll—U\. 11 1 (:—1)\+i—1:+ ifwuﬂsm[lvfﬁ(r
) s

5 1n 5 10 5
T z _ 50 (11 1 oI
—1) | |Heams1de(:— 1)+ T,xz(t)—ﬁ ST (t— 1)+ ?cosh 11 10 2 —1) |— — ‘ Heawiside(: — 1)
121 cnsh[ g ¥ 1100 r|+—’
yl1] = unapply(eval(z[1](2), ans), 1);
20 =T L Lo nle o, 11 i-[LJ—
t T cnsh[m,, IIVIDDr|+121[5cnsh[m\. 11 ,/10m (¢ 1),“10 : £ 5 sin| /11 (¢
|Heams1de(:7 1)+ 121
yl2] = uﬂappfy(évaf( [2](2), ams), £);
S0, L f—,x—,,f ,,i[f—,r—\z
e [10 (t— 1)+ 3 cnsh[ 11,10 (21— 1) | |Heams1de(.f 1) i engh g ¥ 1100 :J+ i
plati [[11{e), ¥[2]1(2) ] £ ==3 .6,
14
12
10
8
&
4
73\/ -2 \_1/ o \_1/ 2 3 4 5 [
b
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6.4. Deux masses deux ressorts

egrl = ml-diff (x[1](2), 832) + (kI + k2)-x[1](¢) =k2-z[2](1);

2 5
i [%xl(ﬂ + (kD + k2) 7, (1) =2 xyt)
agnl = m2 diff (x[2](2), $82) + (kI + k2) x[2](¢) — ki-x[1](2) =10;
2 5
m2 [%xz(:) + (kd + k2) my(t) — kI 2,(1) =0
ini = x[1](0) =2, D(x[1])(0) =0, [2](0) = 0, D(x[2])(0) =0,
%,(0) =2.D(x,)(0) =0, x,(8) =0, D(x,)(8) =0

with(imttrans ),
|addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, inviourier, invhilbert, inviaplace, immellin, laplace, mellin, savetable |

laplace (agni, i 7)),
—ml (D[xl)(ﬂ) + = xl(D)) + Iapface(xl(r), 4 s) Smi+ Iapface(xl(r), 4, s) ki + Iapface(xl (£), 4 s) k2=k2 Iapface(xz(r), 4, s)
laplace (egn2, t, 5 ),
-m2 (D[xz)(ﬂ) + = xz(ﬂ)) + Iapface(xz(r), 4, s) S m2+ Iapface[xz(r), 4, s) ki+ k2 Iapface[xz(r), 4, s) — Iapface(xl(r), 4, s) ki=10
eval( {96 %%, {inil);
{—2 mis+ Iapface(xl(r), 4, s) Smi+ Iapface(xl(r), I3 s) ki + Iapface[xl(r), 4, s) k2=k2 Iapface(xg(r), 4, s), Iapface(xz(r), 4, s) s m2
+ Iapface[xz(r), 4, s) ki+ k2 Iapface(xz(r), 4, s) — Iapface(xl(r), 4, s) ki= D}
sol = salve (35, {laplace(x[1](2), 8, 5), laplace (x[2](2), £, 5) 1),
{Iapjace(xlm’f’s)z 3 2 2{M2252+M+2k2}ms T, T
mim2s +hkimls* +kim2s* +k2mis*+k2m2s" +k1°+klk2+ k2
2kimis |
mim2st + kiml P+ kim2s +k2mls®+k2m2s + ki + kik2+ k2 |

Iapface[xz(r), 4, s]

imvlaplace (24, 5, ¢,
2 o
((afmz + ki +k2)e

4

1x1(£) =mi 7 . 74l)
a= RootQf (mim2 2%+ (kIml+kim2 +i2ml+k2md) 22+ k2 +kik2 +22) 2 @ mim2 t kiml + kimz + kZmi + kZm2 |
at N
=kimi > - &
12 a mim2+kimi+kim2+k2ml+k2m2

= FRootGF (mIm2 Z%+ (kIml+kIm2+k2ml+k2m2) 22 + k1% + kI k2 + k22
ans = gval(%, (mi=1m2=2ki=1k2=1}),
{xl(g): 2 %’ XQU): 2 6_27‘”’
a=Rootgf(2 P49 247) 4?0 a=Roorgr(2 249 247) 4 AT
v[ 1] = wnapph(aval(x[1](t), ans), ),
(2 o+ 3) e

]
a=RootF(2 2h4n 247) A +D

P

y[2] = unapply(eval(x[2](2), ans). 1);

i f
= E

2
a=Rootr(2 2449 Z47) 4+
-2 o 2 4 6 H 10 12
i
-1

plot([y[1](2), ¥[2](2) ] £ =-3 .15),
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6.5. Deux masses trois ressorts

egrl = mi-diff (x[1](2), 852) + (ki + k2] -z[1](2) =k2 z[2](¢);
2 \
mi [%xl(f) + (kI +E2) 7y (2) = k2 xy(2)

egn2 = m2-diff (x[2](2), 132) + (k3 + k2) z[2](¢) — k3 -x[1](8) =0,

+ (B3 + k2) xy(t) — k3 x(2) =0
imt = x[1](0) =2 D(x[1])(0) =0, x[2](0) =0, D{x[ =
=4 D xl)(ﬂ) =0.x,(0) =0, D[XQJ(D) =0
with(imttrans ),
|addiable, fourier, fouriercas, fouriersin, hankel, hilbert, inviourier, inviilbert, inviaplace, immellin, laplace, mellin, savetable |
laplace(eqri b, 5),
—ml [D[xl)(ﬂ) + 5 xl(D)) + Iapface(xl(r), 4, s) Smi+ Iapface(xl(r), 4, s) ki + Iapface(xl(r), 5, s) k2=k2 Iapface(xz(r), 4, s)
laplace (eqr2, t,5),
-m2 [D[xz)(ﬂ) + 5 xz(ﬂ)) + Iapface(xz(r), 4, s) s m2 + k2 Iapface(xz(r), 4, s) + Iapface(xz(r), 4, s) k3 —k3 Iapface(xl(r), 4, s) =10
eval( {25, 2625}, {mi}),
{—2 mis+ Iapface(xl(r), 1, s) sml+ Iapface(xl(r), 1, s) ki+ Iapface(x (1), ¢ s) k2=k2 Iapface(xz(r), 1, s), Iapface(xz(r), 1, s) s m2
+ k2 Iapface[xz(r), 4, s) + Iapface(xz( |3 s) k3 —k3 Iapface[xl(r) ) = D}
sol = solve(%, {laplace(x[1](2), & 5), laplace(x[2](2), £, 5)));
2
laplace (1), £ ) = . : 2[m225 +k2+2k3]m£s : '
mim2s  +kim2s  +k2mis® +k2m2s +k3mis® +kik2+kik3+k2
1k3mls '
mim2st +kim2s +k2mis®+k2m2s +kimis®+ ki k2 +kik3+ k2 |
imvlaplacea( 23, 5, ¢,

,Iapface[xz(r), i s)

2 it f 3
a‘mZ + k2 +k3) e
1x1(£) =mi 2 5 L ) L7y (t)
= RootQF(mimz 2%+ (kim2 +2ml+k2m2 +82ml) 22 +kik2 +hlkz +122) 2 A mim2 + Rlm2 + k2mi+ k2m2 + kiml )
—ksm[ et i
= 2
a= RootQf(mim2 2%+ (kIm2 +k2ml +k2m2 +k3ml) 22 + k12 +kikg +122) 2 @ mim2 + klm2 + k2ml + k2m2 + kiml )
D (ofm2 + k2 + k3) e \
x () =mi L7y (t)
a=RootGf(mimz 234 (kIm? + k2 ml + k2m2 + W3 ml) 22+ k1k2 + k182 + 122) 2 mim2+kin2+k2ml+k2m2+kimi |
2 ottt N
[ a=RootGf(mimz 234 (kIm? + k2 ml 4+ k2md + W3 ml) 22+ k1k2 4+ k1 R2 +102) 2 & Pmim2 4+ kim2+k2ml+k2m2 + k3ml ’
eval(%, (mi=1lm2=2ki=1k2=2k3=1});

2 et et ]
{xlmz D w,&m: D 87’

2
a=Rooiy(2 zHeo f2y7) A ATHD a=Reotr(2 2449 2474 A+



