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1. INTRODUCTION

Dans le cadre de notre formation d’ingénieur a 'INSA de Rouen, nous avons souvent eu des
projets en groupe a réaliser, comme un projet en mathématiques ou encore en informatique.
Apres tous ces projets voici celui de P6, qui concerne I'étude d’oscillateurs masse et ressort.
Ce nouveau sujet s’inscrit dans 'optique de I'INSA qui est de former des ingénieurs capables
de travailler en groupe, mais aussi de travailler sur un sujet diversifié. En effet, notre sujet
rassemblait de la programmation, de I'analyse numérique, des calculs mathématiques, et
une approche physique toujours présente.

L’objectif de notre projet était de faire une modélisation des oscillations d’'un systéme masse
et ressort horizontal de facon théorique, puis numérique avec Maple et de retrouver cette
modélisation sur Pascal. Nous avons aussi appris a résoudre des équations différentielles
grace aux transformées de Laplace, puis de vérifier nos résultats sur Maple.

Ce projet était assez conséquent car nous avons travaillé chagque semaine pendant une
heure et demie dans la salle informatique durant cing mois, sans compter les heures de
travail chez nous. Lors des deux premieres séances, nous avons essayé de prendre
connaissance du sujet. Ensuite, nous avons chacun travaillé sur une partie du sujet, tout en
essayant de voir et comprendre le travail des autres personnes.

Le fait que I'on soit dans des thématiques différentes a été bénéfique pour l'avancée de
notre projet, car nous étions complémentaires en termes de connaissances et de
compétences.

Dans ce dossier, nous allons d’abord présenter les méthodes et I'organisation du groupe
pour ce projet. Ensuite, nous passerons a I'étude des différents systémes masse et ressort
étudiés avec leurs conditions initiales et leurs équations différentielles obtenues. Par la suite,
nous nous attacherons a l'aspect mathématique et aux différentes méthodes d’analyse
établies afin d’obtenir une solution approchée de nos équations différentielles. Enfin, nous
nous intéresserons a la modélisation des oscillations.



2. ORGANISATION DU TRAVAIL

Ce sujet nous a été attribué aprés un sondage qui tenait compte de nos préférences, mais
aussi de nos horaires de libres. Le groupe a donc été formé en ne tenant pas compte des
affinités. Nous avons dd alors apprendre a travailler ensemble, se partager le travail et
communiquer pendant et hors de la séance dédiée au projet. Pendant les deux premiéres
séances, nous avons tous fait des recherches sur le sujet, afin de se I'approprier. Ensuite,
nous avons essayé de cibler les compétences de chacun afin de se répartir le travail, ce qui
était pour nous la meilleure solution. Une personne s’occupait de la programmation et les
deux autres, plus de la partie théorique. Nous nous sommes donc répartis le travail, selon

I'organigramme ci-dessous :

-Programmation en Pascal
(modélisation)

4 )
-Résolution des équations
différentielles sans la méthode de
Laplace (sur papier et Maple)

-Modélisation graphique sur

\Maple )

4 N

-Résolution des équations
différentielles par les transformées
de Laplace (sur Maple)

-Etude des différents systemes de
masse et ressort

-Graphigue des oscillations (de

facon théorique)
\_ /

-Résolution des équations
différentielles par la méthode de
Laplace de fagon théorique

-Bibliographie

Baptiste

DURAND

Déborah
OUIN

-Rédaction de la partie :
modélisation en Pascal

-Mise en page du rapport

/

-Rédaction de la partie :
.modélisation du graphique
(théorique et sur Maple)

.résolution des équations
différentielles sans Laplace (sur
Maple)
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%

-Rédaction de la partie :
.Introduction
.Bibliographie
.Conclusion
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.Méthode Laplace de fagon
kthéorique et historique

.Etude des différents systéemes

~
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3. TRAVAIL REALISE ET RESULTATS

3.1. Les différents cas d’oscillateurs masse et ressort étudiés

3.1.1. Masse et ressort horizontal avec frottements solides

Image extraite de :

http://res-nlp.univ-
lemans.fr/NLP_C_MO01_G04/res/fig_13.jpg

&)

Nous avons étiré un solide d’'une position initiale xo.
Le référentiel est galiléen et le systéme considéré est le solide s.

. L, . —> —>
Les forces appliquées sur le solide sont : -les frottements : 7 avec ||F ||=F=constante
-
-la force de rappel : T
. . _)
-le poids du solide : P

. e d
-la réaction du sol : R
-

& . - - -
D’aprés la 2°™ loi de Newton, nousavons :ma =P +R + T +F

Si nous projetons selon (O,x), nous avons : mx”’= -Cx + AFavec A=1si X'(t)<0 (le solide se

déplace dans le sens contraire de I'axe) et A=1si X'(t)>0 (le solide se déplace dans le sens
de l'axe).

Nous obtenons alors comme équation différentielle : X" + C/m*x = A +F/m

Avec : m : la masse du solide (>0) et k : la constante de raideur du ressort (>0)

Pour résoudre cette équation différentielle, nous avons pris comme conditions intiales :
x’(0)=0 et x(0)=x0>0 : il y a donc mouvement.

La résolution de cette équation, nous a donné comme solution : x(t)=Acos(ot)+A*F/C
Avec A=x0-A*F/C et o= /g qui représente les pulsations propre en rad/s

D’ou I'expression de la vitesse : x'(t)=-A.».sin(wt)

3.1.2. Masse et ressort horizontal sans frottements solides

Il s’agit de la méme équation qu’au-dessus, sans le terme des frottements on obtient donc :
X"+C/m*x=0.

Cette équation représente I'équation homogéne de [I'équation différentielle avec les
frottements.

La solution de cette équation est : x(t)=xo*cos(wt)



3.1.3. Masse et ressort horizontal avec un frein

Toutes les solutions des équations différentielles des différents cas ont été calculées par
Maple avec les transformées de Laplace (cf annexe).

La plupart des équations ont aussi été résolu par la méthode de résolution des équations
différentielles avec I'équation caractéristique et la méthode des transformées de Laplace.

3.1.3.1. Sans forces extérieures

£o

> | > X

k
m Image extraite de :

http://www2.ulg.ac.be/mathgen/cours/meca/
Ref/Oscillateurs.pdf
c I

- O O

Soit un référentiel terrestre et le systeme étudié est le solide de masse m.

Les forces appliquées sur ce solide sont : -le poids : P
-la réaction normale du sol ; &
-la force de rappel du ressort : 7 .
-la force de frottement de I'amortisseur : 1 (suit la
N
v

- \ . ; = . - N . -
loi de Coulomb car le systeme est un solide matériel qui glisse a une vitesse v = x' surun
-

support solide qui est soumis a la force de frottement/ )

N . - - - -
D’aprés la 2°™ loi de Newton,ona:m g =P + R +f +T

Aprés une projection selon I'axe x, on obtient : mx” + k*x’ + C*x=0
Avec : m : la masse du solide

k : la constante d’amortissement de 'amortisseur

C : la constante de raideur du solide

Posons: wo=/ £ et C= k

1
m 2 v Cm

On obtient donc comme équation différentielle :

x”+2Cm0 X +002x=0 avec wo : la fréquence propre (s™') et {: le facteur d’amortissement du
systeme.
Nous avons choisi comme conditions initiales : x(0)=xo et x’(0)=vo.



Le facteur d’'amortissement peut prendre différentes valeurs :

Soit £=0 pour un oscillateur harmonique (Oscillateur idéal dont I'évolution au cours du temps
est décrite par une fonction sinusoidale, dont la fréquence ne dépend que des
caractéristigues du systéme et dont I'amplitude est constante) avec comme solution :
vo -sin(wot)

wo

x(2) = xo cos(wot) +
Soit =1, dans le cas d’'un régime critique : pas d’oscillations mais un amortissement trés

rapide, avec comme solution : x(¢) =¢ "* “(tvo +x0 (1 +wot))

Soit £>1, il s’agit d’'un retour a I'équilibre sans oscillations, avec comme solution :
(1) = 1 (vo —x022) + (xozI —vo) &'
~z22+z1 (avec z1 et z2 réels négatifs)

Soit <1, nous obtenons des oscillations amorties (pseudo-périodique), avec comme

solution @ x(s) =¢7s™° (xo cos(wt) + (woxo + vo) sin(wr) j avecw =woy 1 — 2
w

3.1.3.2. Avec une force extérieure qui a I’équation d’une force
échelon

La fonction échelon est une fonction discontinue représentée ci-dessous :

;> restart :
> F = piecewise(t < 0,0.1> 0, 1);
[0 <0
F:=1
|1 0t
> plot(F,t=-2.2);
| pr—
028
06
04
02
-2 -1 0 1 2
f

Nous obtenons donc comme équation différentielle : x " +2Cmox +wm2x=F(t)

(voir les solutions dans I'annexe)
3.1.3.3. Avec une force extérieure qui est de la forme Fosin(wot)

Cette fonction est continue.
Nous avons donc résolu comme équation différentielle : X" +2{wox +m2x=Fo0 sin(wot)

(voir les solutions dans I'annexe)


http://fr.wikipedia.org/wiki/Oscillateur
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_trigonom%C3%A9trique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fr%C3%A9quence
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3.2. Larésolution des différentes équations différentielles par la méthode
des transformées de Laplace

3.2.1. La transformée de Laplace

La transformée de Laplace est une méthode de résolution algébrique des équations
différentielle. En effet, il s’agit d’'un outii mathématique qui transforme une équation
différentielle en une équation algébrique. Les propriétés variées de la transformée font que
ces équations algébriques sont souvent plus simples a résoudre.

L’opérateur de Laplace transforme une fonction f(t) ou dans notre cas x(t), en une fonction

F(s) ou s est appelée variable de Laplace. F(s) peut aussi se noter L{x(t)}= J e Six(¢) dt
0

La transformée de Laplace a plusieurs propriétés dont: la transformée de Laplace est
bijective et donc on peut trouver son inverse, la variable de Laplace est linéaire, additive, on
peut l'intégrer ou la dériver,....

3.2.2. Résolution d’un cas oscillateur masse et ressort par la transformée
de Laplace

Pour résoudre une équation différentielle par la transformée de Laplace, il faut suivre les
étapes qui suivent : 1. Appliquer la transformée de Laplace sur toute I'équation

2. Utilisées les différentes propriétés mentionnées au-dessus pour
obtenir une équation algébrique

3. Remplacer les termes que I'on peut, par leurs conditions initiales
4. Essayer d’isoler d’un cété L{x(t)}

5. Décomposer de l'autre cbté, en éléments simples

6. Utiliser la table des transformées inverses pour trouver la solution

Prenons I'exemple d’'un oscillateur masse et ressort avec frein, sans forces extérieures avec
=1 (donc c=2(km)), on a alors : x”’(t)+2w0 x’(t)+w2X(t)=0

Etape 1 : s2*L{x} - s*x(0) - x’(0) + 2w0sL{x} - 2w0x(0) + wo?L{x}=0

Etape 2 : s2*L{x} + 2w0SL{x} + m02L{x}= s*x(0) + x’(0) + 200*x(0)

Etape 3 : L{x} (s? + 200S + ®0?) = S*X0 + VO + 2m0*X0

Etape 4 : L{x} = (s*x0+ vO+ 200*X0)/(S+®0)?= (S*X0 + VO + ®0*X0 + ®0*X0)/ (S+®0)?
L{x} = (s*x0 + ®0*x0)/ (s+®0)? + (VO + ®0*X0)/ (S+®0)?
L{x} = xo/(s+®0) + (Wwo*x0+v0)/ (S+®0)?

Etape 5: x(t)= exp(-mot)*(xo+(wo*x0+v0)t)
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3.2.3. Résolution d’une équation différentielle avec Laplace sur Maple.

A l'aide de Maple, nous avons vérifié les solutions des équations différentielles des différents
cas, trouvées par la méthode classique ou la transformée de Laplace.
Voici la vérification de I'exemple précédent par Maple :

> restart, with( inttramns)
restart, | addtable, fowrier, fowriercos, fouriersin, havkel, hilbert, irvfourier, irvhilbert,
invlaplace, inmvmellin laplace, mellin, savetable)
> laplace(f(1). 1. 5):
laplace( f(t). t. 5)
> Avecfrottement = diff (x(1), 1. ¢) + 2 -wo-diff (x(t). 1) + Wwa' x(t) =0
9

L A
Avecfrottement ;= :.z: x(t) + 2wo [ %.‘c[r) | + '|-FI:':_'C|:E:| =0

£

B Avecfrottement ] == laplace( Avecfrottement. t. 5);

Avecfrottement] = P laplace(x(f). 1, 5) — Dix)(0) — 5x(0) + 2 woslaplace(x(1), 1, 5)
— 2wox(0) + Wwor laplace(x(t). 1, 5) =0

> Avecfrottement]2 = subs(D(x)(0) = vo.x(0) = xo, Avecfrottement]);

Avecfrottement [ 2 == & laplace(x(t). t. 5) — vo — sx0 + 2woslaplace(x(t), t, 5) — 2woxo
+ wo' laplace(x(t), 1, 5) =0

B Avecfrottement 1 3 = solve| Avecfrottement 12, laplace(x(1). 1, 5));

2woxo + vo + 5x0
Avecfrottementi3 = —

-
4+ 2wos 4+ wa

> imvlaplace| Avecfrottementi 3, s, t);
-Wor |:

e tvo+xo0(1 + wot))

3.3. Modélisation des oscillations avec frottements (sans frein)

3.3.1. Etude théorique

On reprend la solution de I'équation différentielle pour le cas d’'un systéme masse-ressort
horizontal avec forces de frottements A F :

Nous choisirons dans la suite xo= QTF ,afin d’obtenir un graphique clair avec 3 maximums

et 3 minimums, pour cela hous avons fait une étude afin de connaitre un intervalle pour xo.
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1- 5i|C-xo| < |[F| = lesystémes'arréte
F F
} < |C- i 5 7 4 Yo i
sinon |F| < |C-xo| < c X0 c
x'<0 :
AF
x'(z) =- (xo — _C—] w-sint( wt)

(A=1) = x'(¢) =- {x - %) - -sin(wr)

x'(t) =0 = wit=m soitt= -;—1

AF
x(2) = A-cos(wt) + < - avec A =x0 — —

&4
T 2F . .
X\ 5 | =0 ¥ < (c'est lanouvelle position xo du systéme)
. . I 2F
2+ 5i|C xo| < [F| = lesystemes'arréte [xo =-x0 + TJ
sinon |F| < |C-xo0| < % < x0 < %
x>0 ; A=-1:
2
x'(1) =- ( -x0 + % + %) w-sin(wr) =- ( -x0 + %) -w-sin(wr)
(L)=r0- 4L
2 ) &

On reprend la solution de I'équation différentielle pour le cas d’'un systéme masse-ressort
horizontal avec forces de frottements A F :

> x(1) = (xo — —J cos(wt) + Al
C c
12F -
i S : =—— [ A=1
OSONS - X C 23

)= 1LF

F
3 + sty
cos(wr)

sty I s )

x(1)=0 = I=Oout=2£pourte [021]

X -

x 12F/IC =—— -10F/C




x(1) =—£cos(wz] - A 13
2 C

xX'(1) = % -wsin(wt)

t 0 T/2
X +
X -10F/C » SF/C

Ainsi, & chaque fois on continue a remplacer xo par sa nouvelle valeur jusqu'a ce qu'on
retrouve xo=0m donc on obtient |C*xo|=0 < |F|, d'ou l'arrét du systéme dans la zone
d’équilibre.

Ces tableaux de variations nous ont permis de tracer a la main l'oscillation de x(m) en
fonction de t(s), et avec Maple on a pu retrouver le méme graphe.

3.3.2. Graphique sur Maple

> restart: = piecewise(t < Pi 11cos(t) + 1.t <2Pi-9cos(t+ Pi) — 1,1 < 3P| Tcos(t+ 2Bi) + 1,1 < 4Pi-5cost+ 3P) - 1,1 < 5B
Jcos(t+4Pi) + 1t > 5Pi-cos(t+5Pi) — 1);

Heos(f)+1 t<x
Qcos(t) —1 t<12m
Teos(t)+1 f<3n
Seos(t) —1 f<dn

Jeos(f)+1 t<inm

cost) -1 Sm<t

S Pl plot( £ 1=0_6P, title = ( Graphiquereprésentant les oscillations avec forcade frottement F = cte), titlefont = ["ROMAN", 20]);

PI:=PLOT(..)
= - 9 |
> P)i= pior[-ﬁ-H 12, r‘=[}..6P1];
P2:=PLOT(..)
] L
> P3i=plot| =1~ 12,t=0_6Ri ;
Blo [ B [ A ]
P3:=PLOT(..)

S with| plats) - display( {P1, P2, P3}, labels=["t(s)", "x(m)" |, labeldirections = | "horizontal", "vertical' |);
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Ce graphique représente des oscillations amorties dues aux forces de frottements. Nous
pouvons constater que les frottements solides générent deux droites, une issue des
maximums qui représente les élongations maximales et une issue des minimums qui

représente les élongations minimales. A partir de l'instant t= 19s, le systéme s’arréte car il

est dans la zone d’équilibre (c’est-a-dire quand |C-xo| < |F| )
Tant que |F| <|C-xo|,

AF0)-BE

le mouvement continue. Les élongations maximales prennent
successivement les valeurs : x(0) ; x(0)

c o
Et les élongations minimales prennent successivement les valeurs : - [x(O) -

2~FJ .
- [x(O) —%) .

C i

3.33 Etude et modélisation en Pascal

Le programme Pascal que nous avons réalisé consiste en la détermination a chaque instant
de la position et de la vitesse du solide. L’accélération est calculée a partir des paramétres
initiaux que l'on peut définir en début d’étude, tel que le coefficient de frottement, la
constante de raideur du ressort, la masse, la position initiale et le pas. Ainsi on calcule la
vitesse puis la position. A chaque demi-période, de nouvelles conditions initiales sont
définies et le systéme est évalué pour savoir si I'étude continue. Le programme cesse de
calculer les valeurs de vitesse et position lorsque I'équilibre est atteint, c’est-a-dire lorsque
|C*Xo|<|F|. L’ensemble des valeurs stockées dans des tableaux est enregistrée dans un

fichier texte que I'on peut utiliser par la suite.

14



15

Lors de la réalisation du programme en Pascal, I'enjeu principal était de réduire les
approximations liées aux calculs faits par la machine. Pour cela, nous avons utilisé la
méthode de Runge-Kutta qui sur le principe d’itération. Ainsi, pour chaque instant t la vitesse
et la position sont calculés grace a 4 valeurs intermédiaires et ainsi avoir une valeur
beaucoup plus précise.

En effet on a l'erreur |E|<k*h* avec h le pas. Lorsque I'on diminue le pas l'erreur tend trés
vite vers 0.

Grace a cette méthode, des résultats satisfaisants ont pu étre observés lors du tracé des
valeurs obtenues en utilisant Gnuplot.

Hg@aaln?
0.01

“‘test.txt“ usind 1.2 ——
0.008 -

0.006 - 1
0.004 - =
0.002 - 1

0+

-0.002 1

-0.004 =

-0.006 1

.0.008 L L L L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.771694, 0.00285165

Ici le graphique représente la position du solide en métre en fonction du temps en seconde.
Les paramétres initiaux choisis sont tels que Xo=8F/C. On constate bien un amortissement
et un arrét du mouvement aprés 2 périodes.

La détermination des parameétres permet de définir un systéme dont les valeurs portent une
réalité physique. Le programme pascal congue nous a permis d’avoir une vision approchée
mais néanmoins précise et cohérentes des oscillations qui peuvent s’effectuées.
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4. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Dans ce projet, nous avons pu étudier plus en détails les équations différentielles de
différents systéme masse et ressort. Pour cela, nous avons dd revoir certaines notions
mathématiques et en apprendre une nouvelle qui est la méthode de résolution par les
transformées de Laplace. Grace a ce projet nous avons donc pu apprendre ou améliorer nos
connaissances sur l'utilisation de Maple et du langage Pascal.

Mais le projet nous a alors semblait plus mathématique que physique. En effet, nous nous
attendions plus a réaliser des travaux pratiques sur différentes cas de systémes masse et
ressort, puis étudier les données trouvées au lieu de résoudre des équations différentielles et
faire de la modélisation. Méme si la physique restait présente en fond en permanence, nous
avons fait la plupart du temps, la résolution de différentes équations différentielles ou la
modélisation du cas étudié, ce qui nous a un peu perturbés.

Pour la résolution des équations avec la méthode de Laplace et la modélisation, I'aide du
professeur Bernard Gleyse nous a été trés utile, compte tenu des difficultés éprouvées
notamment dans le programme Pascal qui s'est trouvé compliqué a élaborer.

En outre, nous avons vite réussi a nous répartir le travail. Au final, nous avons apprécié ce
projet, par la bonne entente dans le groupe et la découverte de nouvelles connaissances. Le
travail demandé a été difficile a finir, vu que nous étions que trois dans le groupe. Pour la
perspective du projet, il serait bien de faire des études expérimentales sur les différents cas
étudiés. Mais nous comprenons aussi qu'il est difficile de mettre en place une nouvelle étude
expérimentale, c’est pourquoi nous avons pensé comme sujet de P6 : installer son propre tp
d’'un systéme masse et ressort, puis I'étudier.
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6. ANNEXES

6.1.  Résolution des équations des différents cas sur Maple (avec Laplace)
1) Resolution de l'equation diff sans frottement :
> restart : restart, with(inttrans)
restart, | addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, havkel, hilbert, invfowrier, invhilbert, inviaplace,
invmellin laplace, mellin, savetable)|
[> laplace(f(t). 1. s);
laplace(f(1). . 5)

> SansFrottement := diff(x(t).t t) + %x(t] =0;

SansFrottement = d, x(f) +
dr

> SansFrottementl = laplace(SansFrottement, t. s);

5 klaplace(x(1), 1, 5)

SansFrottement] = 5 laplace(x(t), t, s) —D(x)(0) — sx(0) =

=0

> SansFrottement? = subs(D(x)(0) = 0. x(0) = xo. SansFrottementl |;

klaplace(x(1), t, 5)
m

SansFrottement? = 5 laplace(x(1), t, 5) — sxo0 + =0

[> SansFrottement3 == solve( SansFrottement2, laplace(x(t). t, s));

sxom
SamsFrottement3 .= ————

sSm+k

> invlaplace( SansFrottement3, s t):

F_
X0 cosh[ Lnk’]

2)Resolution de I'équation diff avec frottements:
> restart. with(inttrans)
restart, | addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, invfowrier, invhilbert, inviaplace,

invmellin laplace, mellin, savetable)|

> laplace(f(t). t, s);
laplace( f(1), t, 5)

> SansFrottement := diff(x(t).t.t) + %-x(t) = AF;

SamsFrottement == — x(t) +

=> SansFrottementl := laplace(SansFrottement. t. s);
E klaplace(x(t).t,s) _ AF

SansFrottement] -= 5 laplace(x(t),t,5) — D(x)(0) — sx(0) = =

> SansFrottement? == subs(D(x)(0) =0, x{0) = xo. SansFrottement! );

1 } AF
SansFrottement2 = s” laplace(x(1). t, 5) — 5x0 + klaptace;x(t) 45) _ =

> SansFrottement3 = solve( SansFrottement2, laplace(x(t), t. s));
(AF + szxo) m

5(527n+k)

SansFrottement3 =
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> invlaplace( SansFrottement3, s t);
—.
(x0k— mAF) l:nsh[ \,—micz]
mAF i m
k ic
3)Resolution de I'équation diff avec frein:

> restart, with(inttrans)
restart, | addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, havlel hilbert, imviourier, invhilbert,

imviaplace, irmvmellin, laplace, mellin, savetabla]
[ > 1laplace(f(t).t.s):
laplace( f(1). . 5)
> AvecFrottement := diff(x(t).t.t) + 2-¢-wo-&iff (x(t). 1) + woz-xl[f]l =0

d d 2
3 s= f 2 B —_ f 2 H =
AvecFrotftement - P x(t) + 2 cwo [ : _‘c[r)] + wa“x(t) =0

=} AwvecFrottement] = laplace( AvecFrottement, t. s);
AvecFrottement] -= 5 laplace(x(t). t,5) — Dix)(0) — 5x{0) + 2 cwoslaplace(x(t). 1. 5
— 2 cwox(0) + wo' laplace(x(t). 1. 5) =0
[ > AvecFrottement? == subs(D(x)(0) =vo, x(0) = xo. AvecFrottement] |
AvecFrottement2 -= 5 laplace(x(t). 1, 5) — vo — sx0 + 2 cwoslaplace(x(t), 1, 5)
— 2 cwoxo + Wwo' laplace(x(t). 1. 5) =0

(> AvecFrottement3 = solve{ AvecFrottement2, laplace(x(t). 1. s));
2 cwoxo + vo + 5xo

51+2gw05+wr:ll

AvecFrottement3 =

=‘.:* invlaplace( AvecFrottement3, s t);

g we :cau:ush(f m)+[gwﬂ_'ca+mjsmh(ry(¢ 1) wo*
[ ' I[f;l—l}wr:ll

W

Cas ou ¢ = 0:

xacosh(f (e — l}woz)

> sof = m&s[ c=10, g faWo

(cwoxo + va) sinh(m' (e — l}woz} ]]
{QE— l]l'm:J2

osinh(t—we2 )
= | o coshl i —wor H?Slﬂh(f\l. wo"
sol =g [mcu (r\. wﬂ”)—!— _wﬂl

-+

B simplifi{ sal);

Xo |:+:|53t1(1"~\,"r ~wa' ) \."r ~wae + vo sinh(r'\." —wﬂl}
=
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Casouc=1:
> restart, with| inttrans)
restart, | addrable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, inviowrier, invhilbert,

irvlaplace, immellin laplace, mellin, savetable)

> laplace(£(1). 1, 5);

laplace( fi1), 1, 5)

> dvecfrottement = diff (x(1). .t) + 2-wo diff (x(1). 1) + wo' x|

Avecfrottement = i‘fl x(t) + 2wo [ %r[r]] + wﬂ”_‘c(f] =0

B Avecfrottement] = laplace( Avecfrortement, 1, 5);
Avecfrottement] = =7 laplace(x(2). ¢ 5) — D(x)(0) — 5x(0) + 2woslaplace(x(1), t, 5)
— 2wox(0) + wo' laplace(x(t). 1. 5) =Q{
B Amcﬁo.r.rememfé’ = suhs(D(x) (0) = vo, x{0) = x0, Avecfrottement]);
Avecfrottement]2 = & laplace(x(t). t. 5) — vo — sxo + 2woslaplace(x(1), . 5) — 2woxo
+ wo' laplace(x(f). 1, 5) =0
B Avecfrottement 13 == solve| Avecfrottement ]2 laplace(x(1). 1. 5));

2woxo + vo 4+ sxo0
Avecfrottement] 3= —

=
5+ 2wos+ wo

(> imviaplacel Avecfrottement1 3 s, t);
-Wol
(

e tve +xo (1 + waot))

Casouc = 1:

(> restart, withl inttrans)
restart, | addtable, fourier, fouriercas, fouriersin, hankel hilbert, inviowrier, invhilbert,

imviaplace, immellin, laplace, mellin, savetable|

(> laplace( f(1). 1. 5):
laplace( f(1). 1. 5)

=} Avecfrottement == (22 — zI) -diff (x(t), 1. 1) + [zf —222] diffix(1).¢) + [zf-zZz—zfz
-zE]xl[f) =0

reciroffement .= |22 — = d—'cr' z2r—=z i f zzqI
Avecfrottement -= (22 f)[drl_(j] + (277 r][dj()]+[f:r

— zflz_?] x(t)=0

B Avecfrottement] = laplace( Avecfrottement, 1, 5;
Avecfrottement] = (-z2 + zI) (-x(0) zI + D{x)(0) + 5x(0) — x(0) z2)

—|—225”3c;;a.!ace[ x(1), 2, 5) —zfrfqa.!acea( x(1), 1, 5) +zf"53c;a.!ace[ x(1). ¢ 5)

—zE“se‘.::gn.iace[ xi1), ¢, 5) + laplace(x(1), 1, 5) 21z — laplace(x(t). 1. 5) 2Fz2=0
B Avecfrottement 12 == subs(D(x) (0) = va, x{0) = x0, dvecfrottement]);




—zl5 laplace(x(t). ¢ 5) + 2P s laplace(x(t). t. 5) — =7 slaplace(x(t). t. 5)
+ laplace(x(t), t, 5) 21 = — laplace(x(t). t, 5) zFz2=0

B Avecfrottement 13 == solve( Avecfrottementl 2 laplace(x(1), 1, 5));
-x0z] + vo + sx0 — x0z?

—zfs+zfz£'+.s:—225

Avecfrottement]3 =

B imvlaplace| Avecfrottementi 3, 5, t);
&l (vo — x0z2) + (x0z] — vo) &'
-z2+:zI

Frein avec Fonction Echelon :

[ > restart. with(inttrans)
restart, | addtable, fourier, fouriercas, fouriersin, hanleel hilbert, inviowrier, invhilbert,

imviaplace, immellin, laplace, mellin, savetable|
> laplace(f(t).t. s):
laplace( f(1). 1. 5)

AvecFrottement == %_‘c[f] + 2 cwo [ %.‘c[f}] + WDJ_‘L'I:'E:I = Heaviside( 1)

=‘.:* AvecFrottementl = laplace( AvecFrottement, t, s);

—2cwox(0) + wo' laplace(x(). 1. 5) = %

(> AvecFrottement? = subs(D(x)(0) =vo, x(0) = xo. AvecFrottement] |;

AvecFrottement2 = 5° laplace(x(1). 1, 5) — vo — s5x0 + 2 cwoslaplace(x(1). 1, 5)

— 2 ¢woxo + wo' laplace(x(t). 1, 5) = L
5

(> AvecFrottement3 = solve{ AvecFrottement2, laplace(x(t). 1. s));
l+2cwoxos+vos+ £ o

AvecFrottements ;= = =
5[:‘ + 2cwos+ wr:l‘*]

=:=+ invlaplace( AvecFrottement3, s t);
sc[nh(f\." (2 —1) wo' ) SRR (o gwr:ll_m + vowo)
J (e —1) wob wa

2
4 1+ [—1 - wr:l:":co] ':':'Sh(fum) Ltewe
ol

wa

Avecfrottementl2 = (-z2 4+ zI) (-xozl + vo + s5x0 — x0z2) + 225" laplace(x(1), t. 5)
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_} AvecFrottement = diff(x(t). t.t) + 2-¢c-wo diff(x(t). 1) + woz-xl[f] = Heaviside(1);

AvecFrottement] -= 5 laplace(x(t). ¢, 5) — Dix)(0) — 5x(0) + 2 cwoslaplace(x(z), ¢, 5)



Casouc=1:
=::r rastart
> withlinttrans)
| addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, havkel, hilbert, irviowrier, invhilbert, inviaplace,
immellin laplace, mellin, savetable|
> laplace(f(1). 1, 5):
laplace( fit), 1, 5)

> dvecfronttementFonctionContinue = diff(x(1). 1. 1) + 2 wodiff(x(1). 1) + wozx
= Heaviside(1)

AvecfronttementFonctionContinuel = & laplace(x(z), ¢, 5) — Dix)(0) — 5x(0)

+ 2 woslaplace(x(t). 1. 5) — 2wox(0) + m:l“.!‘qu.!ace[ ¥(7), 8, 5) = 5

B AvecfronttementFonctionContinuel 2 == subs(D(x)(0) = vo,x(0) = xo,
AvecfronttementFonctionContinuel);
AvecfronttementFonctionContinuel2 = & laplace(x(t), 1, 5) — vo — sx0

+ 2woslaplace(x(1). t. 5) — 2woxo + wo' laplace(x(t). 1. 5) = %

B AvecfronttementFonctionContinuel 3 == solve| AvecfronttementFonctionCortinuel 2,
laplace(x(1). 1, 5) );

.
1l +2woxos+ vos+ 5 xo
AvecfronttementFonctionContinuel 3 =

5[5:"+2w05+ Hﬂl]

[ > inviaplace| AvecfronttementFonctionContinuel 3, 5, 1);
Bl a
1+ [—wor’ +wo txo+ wortve — 1 + wr:l”.‘co] =
wor

WOl

Casonc > 1:

(> restart. with| inttrans)
restart, | addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hanlkel, hilbert, invfowrier, imvhilbert,

irviaplace, imvmellin laplace, mellin savetable)

(> laplace(f(1). 1. 5);

Avecfrottement = (z2 — z1I) [

laplace( fit), 1, 5)

22

Avecfronttement FonctionContinue -= i‘fl x(t) + 2wo [ %_‘c[f]] + wol:cl:r':l = Heaviside(z)

[ > AvecfronttementFonctionContinuel = laplace( AvecfronttementFonctionContinue, t, 5);

> Avecfrottement = (z2 — zI) diff (x(1). ¢, 1) + [ P - 222] )+ [zf -z

-z2 ]xl[f] = Heaviside(1);

= Heaviside(1)

B Avecfrotement] == laplace( Avecfrottement, 1. 5);

iflme (f —22”] [% [']]+[zfz£l—zflzj']:c[f]
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Avegfrottement] = (-z2 +zI) (-x(0) 2] + Dix)(0) + 5x(0) — x(0) z2)
+ zE:”Eqviaca( x(1), 1, 5) — szﬁ@iace( x(1),8,5) + z}”sfqaiace( x(1), z, 5)

— zi"se‘qr::e!aca( x(t), 8, 5) + laplace(x(1), 1, 5) 21z — laplace(x(t), t. 5) zf‘zi'—%

B Avecfrottement 12 == subs(D(x)(0) = vo,x(0) = xo, A}ecﬁa.r.remm}j
Avecfrottementl12 = (-z2 + zI) (-x0zI + vo + sx0 — x0z2) + 225 laplace(x(t), t. 5)

—z}rfqa.!aca( x(1), 1, 5) +zf"53cgu.!ace[ x(1). ¢ 5) —z?sfqumce( x(1), 1, 5)

+ laplace(x(t), t, 5) 21z — laplace(x(t), ¢, 5) zPz2= %

B Avecfrottement 13 == mfw[ﬁvecﬁar:mmf.?,fquace( (1), 1, 5)]
-1 —sz2vo — 225'” xo -+ smz.?” — smzf‘ + szlvo + zfs” xo
5(—225'” +zlf —zPs4zFs—zIzP + zj’”zj']

B imviaplace| Avecfrottementi3, 5, t);
1

(-z2+ zfjlz}zi_’
+ [1 + 22 vo + x021% 22 — z1z2vo —_‘coz.fzi'l] ezz‘-] z.e‘]

Avecfrottementl3 =

[z_? [1 + [—1 — zlz2vo—xozlP 22 + xozIz2 + zI vo] e‘?"r’-] + [—1

Casoun ¢=0.
| = restart
> with(inttrans)
| addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, imviowrier, invhilbert, inviaplace,
irvmellin, laplace, mellin, savetable)
[ > laplace(f(1). 1. 5):
laplace( fi '] i 5)
> AvecfronttementFonctionContinue = iff (x| |+ wozx = Heaviside( 1)

AvecfronttementFonctionContinue 1= d,l x(t) + wo' x(t) = Heaviside( )

dr*
B AvecfronttementFonctionComtinue ] = laplace| AvecfronttementFonctionContinue, 1, 5);
AvecfronttementFonctionContinuel = & laplace(x(t). 1. 5) — Dix)(0) — 5x(0)

+1+r:l”é'qu.!.:1|:e|: x(1). 1. 5) = %

[ > AvecfronttementFonctionContinuel 2 == subs(D(x) (1) = va, x(0) = xa,
AvecfronttementFonctionCortinuel ) ;
AvecfronttementFonctionComntinuel 2 1= & laplace(x(t). 1. 5) — vo — sx0 + Wwor laplace(x(1),

[ > AvecfronttementFonctionContinuel 3 = solve( AvecfronttementFonctionContinuel 2,
laplace(x(1). 1. 5));




1 +vos—+ 5 x0
T 3
s(s* + wo®)

AvecfronttemertFonctionContinuel 3 ==

B inviaplace| AvecfronttementFonctionCartinuel 3, 5. t);
vo sin(wot) 4 1+ (.‘cawﬂl — 1] cos(wot)

. il
wo wag”

Frein avec force extérieure F (t) = Fosin(wot) :
Casou ¢c=10:

[~ restart, with( inttrans)
restart, | addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hanlel, hilbert, invfowrier, invhilbert,
imviaplace, immellin, laplace, mellin, saverable|
2 .
> EQI = diff(x(f).¢.1) + oo x(1) =Fa-51n[m-f]

-
- Bl

EQI = i: x(t) + wo x(t) = Fosin( wot)

> EQ:= laplace(EQI. . 5);

. p F
EQ:= & laplace(x(t), t. s) — D(x)(0) — sx(0) + oo laplace(x(t). 1. 5) = %
5+ oo
B EQ2 == subs(D(x)({0) = veo, x(0) = xo0, EQ);
. 2, F
EQ2 = & laplace(x(t). 1, 5) — vo — sxo0 + wo laplace(x(1). 1, 5) = — oo =
5+ oo

= EQ3F = solve EQZ laplace(x(1), t,5));

A p) A
Foomo+vos + vo c_uﬂ”+53_m+5:mm”
EQ3:=

2y 2
{5:'* = mﬂ”}
> fnv!qufacel{EQis_,f]; _
) +L sin( wot) (2 vo wo + Fo)
e 2 ml

_cns{r:.:;or'] (-2 x0 o + Fot)

1
2

Casouc=1:

B restart, with inttrans)
restart, | addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, havkel, hilbert, invfourier, invhilbert,

imviaplace, immellin, laplace, mellin, saverable|

_::: EQI = diff(x(1). 1. t) + 2 wo-diff(x(1). 1) + c.x:z-xl[f] = Fo-sin| oot)

EQI = d: x(f) + 2 mr:l[
dr*

:c[r']] + m:ll_‘c[f] = Fosin( mot)

B EQ = laplace(EQI. 1. 5);
EQ:= & laplace(x(t), ¢, 5) — Dix)(0) — 5x(0) + 2 ooslaplace(x(t), t,5) — 2 wox(0)




2, , F
+ mo laplace(x(t). 1, 5) = %
54+ wmo
[ > EQ2 = subs(D(x)(0) =va, x(0) =x0, EQ);
EQ2:= & laplace(x(t). t,5) — vo — sxo0 + 2 woslaplace(x(1), 1, 5) — 2 xo0 oo

2 . L Fo oo
+ wo laplace(x(z), %, 5) = ——
54 oo
> EQ3 = solve| EQZ laplace(x(1), 1, 5));
T A
Foomo+ 2xo mgl + 2xo IS.‘_'.|:|3 + vo::l + vo mo + 53:(0 + sxo oo

Egi = 5] Bl 5] Bl
(4 wo) (F+2mo5+ o)
B imviaplace| EQ3, 5. t);

3 2 2
—Fﬂcos[mf] + (Fﬂfcxl+2mo txo+2oo tveo+ Fo+ 2xo0 om0 )e
gl
el

il

1
2

basoﬁ;f-‘:l:

(> restart. with| inttrans)
restart, | addtable, fourier, fouriercos, fouriersing havilel, hilbert, vfowrier, invhilbert,

inviaplace, imvmellin, laplace, mellin, savetable|

=} EQI = diff(x(t). 1. 1) + 2-C wo-diff(x(t). 1) + waz-xl[f:l = Fo-sin( eo-t)

4

EQI:= %.‘c(f] +2C oo [ , :c(r']l] + E.'Ill_‘fl:f] = Fosin( cot)

~

|

B EQ == lgplace|EQI 1, 5);
EQ:= & laplace(x(t). t.5) — D{x)(0) — 5x(0) + 2€ moslaplace(x(t), 1, 5) — 2L wox(0)
Fowmo

|
+ wo laplace(x(t). 1, 5) = ——
54+ mo

> EQ3 == solvel EQ2 laplace(x(t), 1, 5));
. . 2 2
Fom+2f_,m.‘co£”+2f_,m3:co+ Vo + vo o + 5 x0 + 5%0 0

EQ3 =
{5:"+ E!Ill) {5:"—|—2Qm:|5+ tml)

B imviaplace( EQ3. 5. t);

1 s.inh[r'uu m:ll{f_,l— 1) )e_’-ﬁ'm{i_mf_,ml+}?ﬂ+2mm)
2 \n'll E'_:\:Il{f_,l—l) oo
4 1 -Focos( wot) +|{2_‘CGC,E_UJ+FG) cnsh[f,ﬁ,u m:ll{f_,l— 1) )e_’-t:'m
2 rmlf_,

Casoucg =1

[ > restart. with{ inttrars)
restart, | addtable, fourier, fouriercos, fouriersivng havileel, hilbert, ivforrier, invhilbert,

imviaplace, imvmellin, laplace, mellin, savetable]
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= Fo-sin( o t)
EQl:=(z2—zI) [ df;* .‘c[r’jJ + [z}l—z.?l] [%r(rj] + [zfz?l—zflz_?]:c(r')

= Fosin( mot)

B EQ = laplace(EQI 1, 5); .
EQ=(-z2+zI)(-x(0)z] + D{x)(0) + 5x(0) —x(0) 22) + 225 laplace(x(1), 1, 5)
—zl laplace(x(t), t, 5) + zflse'qnface(:c(f], i s) — zj'l.se’qafacea[:c(r’], t,s5)

Fowmo

+ laplace(x(t).t, 5) z] 2P — laplace(x(t). . 5) zPz2= B
54+ mo

B EQ2 :== subs(D(x)(0) =va, x(0) =x0. EQ);
EQ2:=(-z24zl)(-x0z] +vo + sx0 —x0z2) + 25 laplace(x(t). t. 5)
— 15 laplace(x(t). 1. 5) + zflsfquface(_‘c(fj, i s5) — =7 slaplace(x(t), t. 5)
) ) F
+ laplace(x(t). ¢, 5) 21 - laplace(x(1), 1, 5) zPz2= G—Im,,
5+ oo

B EQ3 = solve| EQZ laplace(x(1). 1. 5));

-

S . 2 3 2 2
G xozlFs YxozlP oo —zlvos —zivoomo —zf.sa:m—z}.s_mm )/“5"
2 . . .l .l .l .
+ o ) (—225”+z£5”—zj’”5+ zE”s—zsz”+zf‘*zE])
[ > imviaplace| EQ3, s, t);
(-vo +xozl) &’ 1

5

—z2+z] {zfl — m:l”) {221 — c_ul) (-z24zI)

~. “—Fr:lrm—z}vozfl

-

—z.e‘z.?) 51'11[::_70{']) [—22+2I:|}}

> EQI = (22— zI) diff(x(t). t.1) + (217 — 22°) -diff(x(2). 8) + (27222 — 217 22) x(1)

7 2 2 o] .l 2
EQ3:=—|{Fﬂm+22va.s”+zEvatm +2253_m+225:com:1 — X0z 5 —xo0z oo

{z?l—i— mol) e‘_j‘-+Fo|{e‘_‘1‘-m|{zfl+ C_D”) + {—m(ZI-FZE] CDS{E‘_U'L"] + {EDC'J
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6.2. Exemples de résolution des équations des différents cas sur Maple sans
Laplace :

1) Resolution de l'equation diff sans frottement :

> restart: a:= 4iff(x(t), 1) + %r(t] =0; ¢ = dsolve( {a x(0) =x0, D(x)(0) =0}, x(1));
o= d_:.‘ﬂ:f:l -+ m =
dr* m
N
c=x{t) =xo cus[ \,.fic_r
v

:Z)Resnlutiun de I'équation diff avec frottements:

> restart: a = 4diff(x(t). tt) + %-_‘c[t] = % c = dralve( {a x(0) =x0, D{x)(0) =0}, x(1));

d o kel) _ AF

m m

co=x(t)= Y - +
|: b Jilc Jilc
6.3. Modélisation en Pascal
program oscillateur;
uses sysutils;
type tab=array[1..1000] of real;
var lambda , i: integer;
h,T, Tmax, Xo, k, fro, masse : real ;
tabx , tabv , tabt : tab;
fichier : text;
function f( xn, fro , masse , k : real ; lambda : integer) : real ;
BEGIN
f:=(lambda*fro-k*xn)/masse ; {calcul de I'accélération grace a la position}
END;

procedure RK1D (h : real ; var tabx , tabv : tab);
{ calcul de la position et de la vitesse a
l'instant t+1 grace a la méthode de Runge Kutta}

var k1, k2, k3, k4, L1, L2, L3, L4 : real;
Begin

k1:=h*tabv[i];
L1:= h*f(tabx[i], fro, masse, k, lambda);



k2:=h*(tabv[i]+L1/2);

L2:=h*f(tabx[i]+k1/2, fro , masse , k , lambda);
k3:=h*(tabv[i]+L2/2);

L3:= h*f(tabx[i]+k2/2, fro , masse , k , lambda);
k4:=h*(tabv[i]+L3);

L4:= h*f(tabx[i]+k3,fro , masse , k , lambda);

tabx[i+1] := tabx[i] +( k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)/6;
tabv[i+1] := tabv[i] +( L1 + 2*L2 + 2*L3 + L4)/6;

End;

Begin
Tmax:=0;
assign(fichier,'test.txt);
rewrite(fichier);
For i:=1 to 1000 do

Begin
tabx[i]:=0;
tabv[i]:=0;
tabt[i]:=0;
End;

writeln('Entrer la masse du systeme (en kilogramme)');  {Définition des paramétres initiaux}
readin(masse);
writeln('Entrer le coefficient de frottement solide");
readIn(fro);
writeln('Entrer la constante de raideur du ressort rappel du ressort’);
readin(k);
writeln('Entrer la position initiale’);
readin(tabx[1]);
writeIn('Entrer le pas (en seconde)’);
readin(h);

T:=2*pi*sqrt(masse/k);

If tabx[1]<0 then lambda:=-1
else lambda:=1;

Xo:=tabx[1];

For i:=1 to 300 do

Begin
writeln(i);
If fro*fro<(k*Xo)*(k*Xo) then {Ecriture de la position et vitesse si la
force de rappel est supérieur au frottements}
Begin

RK1D(h, tabx , tabv);

writeln(fichier tabt[i]:4:5,'_',tabx[i]:4:5, '_',tabv[i]:4:5);
tabt[i+1]:=tabt[i]+h;

Tmax:=Tmax+h;

If Tmax>T/2 then

Begin
lambda:=-lambda;
Tmax:=0;
tabv[i+1]:=0;
Xo:=tabx(il;
End;
End
else {Arret du calcul si frottement supérieur
a la force de rappel du ressort}
Begin

tabx[i+1]:=tabx]i];
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tabv[i+1]:=tabv][i];
tabt[i+1]:=tabt[i]+h;
writeln(fichier,tabt[i],’ " tabx([i], ",tabv]i] );
End;
End;

End.

6.4. Propositions de sujets de projets

Nous avons envisagé d’autres cas a étudier de systemes de masse et ressort. En effet, nous
avons pensé a un ressort de chaque cété de la masse ou un systéme dans un fluide. Nous
aurions pu aussi faire une étude avec différentes masses ou encore travailler sur 'aspect
énergétique des systémes.



