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NOTATIONS, ACRONYMES

RK4 : Runge Kutta 4.



1. Introduction

Dans le cadre de notre formation d’ingénieur a I’'INSA de Rouen, nous sommes
régulierement amenés a réaliser des projets en groupe, dont ce projet de P6-3. Ce dernier
s’inscrit dans 1’optique de I’'INSA de former des ingénieurs capables de travailler en groupe,
et ce, sur un large éventail de domaines.

C’est pourquoi, durant treize séances, nous nous sommes concentrés sur 1’étude d’un
systéme masse-ressort. L’étude de ce dernier est un projet relativement complet, qui rassemble
a la fois de la programmation, de la physique, de I’analyse numérique mais aussi des
mathématiques. Pour pouvoir étudier ce systéeme, nous nous sommes aidés du TP que nous
avions fait au semestre 3, intitulé « résonance mécanique ». L’objectif de notre projet n’était
pas de refaire simplement le TP ou bien d’¢étudier d’autres phénomenes physiques mais plutot
de réaliser une modélisation mathématique, permettant de résoudre les équations
différentielles d’ordre 2 avec Maple et la programmation en C++.

Lors du projet, nos séances se sont déroulées dans la salle informatique a raison
d’1h30 par semaine. Lors des cinq premicres séances, nous avons pris connaissance du sujet.
Nous avons travaillé tous ensemble sur la partie théorique : la méthode d’Euler et de Runge
Kutta 4, qui sont des méthodes d’analyse numérique d’approximation de solutions
d’équations différentielles. Puis a partir de la sixiéme séance, nous nous sommes intéressés a
la programmation (C++) et & la modélisation. Puis dans les derniéres séances, nous avons
réalisé le TP afin d’obtenir tous les mémes valeurs.

Le fait que I’on soit dans différentes thématiques a enrichi notre projet, nous étions
complémentaires en termes de connaissance et de savoir-faire.

Nous allons dans un premier temps, a travers ce dosser, présenter les méthodes et
I’organisation du groupe dans le suivi du travail. Ensuite, nous passerons a 1’étude théorique
de ce systéme ainsi qu’a la partie pratique, en présentant le travail expérimental qui a été
réalisé. Par la suite, nous nous attacherons a I’aspect mathématique et aux différentes
méthodes d’analyse numérique établies afin d’obtenir une solution approchée de nos
équations différentielles, qui nous permettra de les modéliser numériquement. Enfin, nous
ferons une comparaison entre les résultats de nos expériences, nos résultats théoriques et ceux
obtenus numériquement.



2. Méthodologie / Organisation du travail

Ce sujet nous a été attribué apres différents sondages faits auprés des éleves en fonction
des golts et des horaires possibles. Au cours de ce semestre, nous avons appris a travailler
ensemble pour cibler les différentes affinités de chacun. Nous nous sommes apergus que la
plupart d'entre nous n'était pas orientée vers la programmation ce qui aurait pu nous poser
quelques problémes.

Aprés quelques interrogations concernant notre projet, I'enseignant nous a expliqué la
méthodologie et le déroulement a suivre pour avancer dans ce projet. Au début, nous avons
travaillé tous ensemble sur les mémes taches ce qui nous ralentissait. Nous faisions de petites
réunions de mise au point a la fin de chaque séance pour se rendre compte du travail effectué
et du travail a faire. Apres quelques séances, nous avons commencé a travailler sur des taches
différentes. Nous nous sommes répartis le travail selon I'organigramme suivant :
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3. Travail réalisé et résultats

Un systéme masse ressort est un systéme mécanique a un degre de liberté. 1l y a donc
seule grandeur qui varie dans ce systéme, ici c'est la position selon I'axe Oz. Il est consti
par une masse accrochée a un ressort. Son mouvement est dd a trois forces :

- une force de rappel

- une force d'amortissement Fa

— une force extérieure Fe

3.1 Travail théorique

Nous allons établir dans cette partie les différentes
équations différentielles de la position de ce systéme associées
aux différents systemes et allons résoudre ces equations.
Commengons par un systéme soumis uniquement aux forces
de gravité.

3.11 Systeme soumis uniquement aux forces de gravité

Supposons une masse m suspendue a un ressort de constante de raideur k. Cette masse est
soumise a la gravité. Nous noterons g la valeur de I'accélération de la gravité. La masse m est
soumise a deux forces :

- la force P (poids de I'objet) générée par la gravité, qui s'exerce toujours dans le méme
sens (vers le bas), et I'amplitude est égale au produit de la masse m par I'accélération de la
pesanteur g tel que P=mg.

- La force de rappel F du ressort; dont la valeur dépend de la différence entre
I'allongement du ressort L et sa longueur Lo . L'orientation de cette force change selon que le
ressort est compressé ou dilaté et dépend de k, la constante de raideur du ressort.
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Appliquons maintenant le principe fondamental de la dynamique. Nous obtenons alors :

z Forces extérieures = ma

Avec m la masse de I'objet. Nous obtenons :

P+F=ma ==> P+F=m.y
Les relations donnant les valeurs des deux forces sont :
- Le poids : P= mg

- la force du ressort : F = -kz

En reportant ces équations dans I'expression du principe fondamental de la dynamique, nous
obtenons :

mz" = mg — kz avec z=(z-zo)

= mz" =mg - k(z-zo)

Equation différentielle de la position d’un Systéme masse ressort soumis uniguement aux

forces de gravité :

3.1.2 Systeme soumis aux forces de frottements fluides

On suppose maintenant que la masse est soumise a une force de frottement F, de type fluide.
Cette force agit toujours dans le sens contraire au déplacement de l'objet. De plus, elle est
proportionnelle a la vitesse de I'objet. Cette force est définie par la formule suivante :

Fi=-ave,

Nous allons maintenant tenter d'établir I'équation différentielle soumis a ce type de systeme.
Ajoutons alors cette force aux autres forces exercées dans I'équation du mouvement. Nous
obtenons :

k—t—
T+P+F =ma i A
Ny
- - - — "
mg - k(z-zp) -av = mz i
mg - k(z- zp) — 0z' = mz"
00— 4+ —
&
m
P=mger
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Equation différentielle de la position d’un Systéme masse ressort soumis aux forces de
gravité et aux forces de frottements fluide :

v k k=0

Z"+mz +mz=g+ m

3.1.3 Systeme entretenu soumis aux forces de frottements fluides

Prenons maintenant le cas de mouvement de frottement fluide entretenu avec une force
sinusoidale de la forme cos(wt).

Nous obtenons alors I'équation différentielle suivante :

4 k kz0

z'+mz' +mz=g+ m + cos(wt)

3.2 Travail pratique

Pour comparer la pratique et la modélisation, nous avons repris les résultats du TP
« résonance mécanique » effectué lors de I’U. V. P6-2 au semestre dernier. En effet ce TP nous
offre les courbes expérimentales ainsi que les parameétres des équations du mouvement.

Il faut noter que nous avons voulu refaire le TP pour obtenir de meilleures courbes
mais le changement de dispositif et les problémes techniques que nous avons rencontres nous
ont freinés dans notre démarche.

, origine
Schéma du montage poulie + 0 ong

_6) vecteur
D

unitaire
® de
Moteur l'axe
Omes
mesure de
position




Avec Px, le point d’ancrage de 1’excitateur, Py le centre d’inertie de la masse mobile et
Pm le point de mesure du mouvement.

La mesure de position s’effectue grace a une €prouvette contenant une solution de
sulfate de cuivre a 20g/L avec des électrodes de cuivres. Une électrolyse de type a anode
soluble se produit, ainsi il n’y a pas de création d’une force électromotrice. Du coup,
I’ensemble se comporte comme une résistance. Ainsi la tension entre 1’¢électrode soluble et la
masse donne une indication linéaire sur la position sur 1’axe vertical.

Avec masse et frottements de 1’air

Pour commencer, nous avons pesé la masse qui était de 0,165 Kg. Puis nous avons dé-
duit k, la constante de raideur du ressort grace a une surcharge en mesurant 1’allongement du

ressort. Avec la formule %= AP oy pestle poids (mg en N) et | la longueur du ressort (en

Al
m), on obtient k= 24,9 N/m.
On enregistre les oscillations sans eau en configurant Synchronie (2 000 points avec
20s d’enregistrement). On obtient un régime amorti :

W iy "
s
\J' |

!"1 Oscillakiay, dv .j.a',“-' e soe 2O

A  e0ua

En rajoutant des frottements di au fluide (eau)

Maintenant on rajoute une force de frottement due au fluide ici de I’eau. On enregistre
aussi les oscillations libres sous synchronie.

12
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Cette fois ci on observe une déecroissance des oscillations beaucoup plus rapide. La
force de frottement de 1’eau amortit bien le systéme jusqu’a I’obtention d’un régime

permanent.

-ow,. t
Le mouvement y(t) est donné par  y(¢) = %e 0 cos(moj/ 1 — oc2 t+ d))
cos( D

On reléve les différences de potentiel yo =-1,57 V et y;= 0,979 V.

2

Yo ] et on obtient le

Enfin on calcule alpha a partir de sa formule  , _

coefficient d'amortissement o = 0,15.

En ajoutant un moteur

Le moteur entretient le mouvement. On obtient donc un régime périodique.

(V)

+8.00

+5.00

(awbe 3 Nanahions da X .

Sm oy -

- = T T NTTTTTETTTTTTTU : - )

+4.00

Et @ =0 (le décalage a t=0s).
On obtient donc x(¢) =0.91 sin(98.72 ¢)
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3.3 Méthode numérigue

3.3.1 Méthode d’Euler

Présentation de la méthode d’Euler :

La méthode d’Euler est une procédure numérique pour résoudre par approximation des
équations différentielles du premier ordre avec une condition initiale. C'est la plus simple des
méthodes de résolution numérique des équations différentielles.

La méthode d’Euler permet d’obtenir une valeur approchée d’une valeur d’une
fonction en un point lorsque la fonction elle-méme n’est pas connue explicitement, mais en
connaissant sa valeur en un autre point et sa dériveée.

Elle permet alors également la construction d’une représentation graphique approchée
de la fonction étudiée.

Soit 1’équation différentielle d’ordre 2 suivante :

1) aZ” +bZ’ +cZ =1f(t) sur I’intervalle [to, T].
Il est nécessaire d’avoir deux conditions initiales puisque c’est une équation différentielle
d’ordre 2.

Z(to) = Zo (position)
7 (to)) =20 (vitesse)

Nous devons nous ramener a une équation d’ordre 1 pour pouvoir utiliser la méthode d’Euler
ou de Runge Kutta 4.

Passage du scalaire en vectoriel :

Nous posons donc :

y’ = F(ty) y'(t) € R?
y(to) = Yo y(t) € R?
En effet, nous avons :
y : [to,t] = R?
t — R2
y| Z et y|Z’
Z’ Z”

Onadonc F(t, Z, Z2).

Posons Z’=u.
Nous obtenons :

y | Z et y |u et F(t, Zu).
u u

14
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L’équation différentielle devient :

(2) au’ + bu + ¢Z = f(t).
(u j [fl(t, z,u)j
y'= u' “F(t,Z,u)= f,(t,z,u)

On a donc : u’=f,(t,z,u).

Sia# 0.

Dans (2) u’=1/a(f-cZ-bu)="f,(t,z,u)
Etona: u="ftzu).

Euler :

Nous devons donc résoudre 1’équation différentielle du premier ordre :

(2) au’ + bu + cZ = f(t).

y’ = F(ty) y(to)= z(to)=2o (position)

y(to) = Yo Z’(to)=U(to)=2"0=Uo (vitesse)

Si on applique la méthode d’Euler, on trouve alors :

Vi«=1= Vi + hF(ti,yi) avec h=1/N, h étant le pas.
Yo =Y(to)

Or, on est en vectoriel, on obtient donc :
Zis = z;i + hfy(t;, zj, wi)
Ui

Uis1 = Uj +hf2(ti, Zj, Ui) =1/a (f(ti)-CZi fbui)

Rappel sur la méthode :

Y txy)
Soit une équation différentielle de premier ordre : dX 7

. . = X=
A partir de la connaissance de la valeur Y=Y pour une valeur de XO, on peut calculer la

dy (ﬂ
valeur de dX en ce point soit dx

y0+dy:y0+(gj dx
3 o

X=X, +dX

jo . La valeur estimée de y pour sera prise égale

15



C’est une méthode itérative. La valeur yj+; est déterminée en ajoutant Ay; a la valeur y;.

Vi = Yi HAY; = Y +AXx F (X, ;)

Si on note h le pas de discrétisation en x, la méthode d’Euler définit deux suites :

-une premiere qui définit les valeurs de x : terme initial : X

, X, =X4+h
terme de récurrence ; i+l — %

-une deuxiéme qui permet d’évaluer les valeurs de y : terme initial yo

terme de récurrence : Yia =¥t hf (XI’ yl)

YX

Xj xi+ h

Les valeurs estimées seront d’autant plus proches des valeurs exactes que le pas h est petit.

Avantage et inconvénient de la méthode d’Euler :

Avantage Inconvénient
Cette méthode est plus simple que la Cette méthode tend moins vite et la
méthode RK4 (RK4 a I’ordre 1). preécision est moins bonne.

Les méthodes de Runge-Kutta utilisent le méme principe que celle d'Euler. Elles apportent
cependant une meilleure précision.

Théoréme de Cauchy-Lipschitz :

Le théoréeme de Cauchy-Lipschitz assure 1’existence locale et I’unicité de la solution d’une
équation différentielle.

Enoncé :
Soit une fonction de deux variables :

ffUs 1 50 o0 Ueh et Il
(x,t) > f(x1)

16
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Considérons I’équation différentielle du premier ordre :
S x.

(1) dt - eletXOEU.

avec comme condition initiale : X(to) =% ou b

Si f est continue et k--Lipschitzienne en X, ¢’est-a-dire, f si vérifie la condition de
Lipschitz :

Vtel,V(x,y)eUz|f(xt)— f(y.t) <k|x-y]|

Ik >0/
alors il existe une unigue solution X(t) ge I’équation différentielle définie pour
toutt € JJcl . | étant un intervalle centré surto , vérifiant la condition initiale donnée.

Nous cherchons ici a démontrer ['unicité de 1’équation différentielle du TP.

L’ équation différentielle est de la forme : y”(t) + 2amoy’(t) + wo?y(t) = wo?X(t)

1 1
Aprés homogénéisation de 1’équation, nous avons : @0% y”(t) + 20wy’ (t) + y(t) = x(t)
Or a est le coefficient d’amortissement et wg la fréquence.
Avant de chercher une solution de cette équation, il faut démontrer 1’existence et I’unicité de
cette solution afin de nous assurer que la solution trouvée sera unigue.
Etudions le théoréme suivnant :

Théoréme : Si F est continue et lipschitzienne sur 1* 82 alors le probléme de cauchy a une
solution unique y sur | telle que y(to)=Yo

La condition de Lipschitz est suffisante mais non nécessaire pour démontrer 1’existence et
I’unicité de la solution.

Comme vu précédemment,

F(t,z,u) = [fi(t,z,u) ]:L u(t,z,u) ]
1
fo(t,z,u) oZ(X(t) — Z - 200 U)

Afin de démontrer 1’unicité de cette fonction, il faut démontrer que les fonctions fj et f; sont

des fonctions lipschitziennes sur I* IR2. Or, si F est différentiable et si J¢(t,y) matrice carrée
afi

d’ordre 2, appelée jacobienne, de coefficients @7 (t,y) est bornée ||J¢g| < My sur I*IR2 alors f

est lipschitzienne.

af1 af1
dz du . .
Dans notre cas, nous avons J¢i= (( 8z du = | gt cuf o1 3w (xf oz
{ o lxxlxt}—z—u::ﬁ u) (el Lth}—z—u::E u)
A= fu

0 1
Nous avons donc : J; = [—mﬂz — 2w ]

17



Calculons maintenant la norme 1 de cette matrice afin de démontrer que cette norme, est
majorée. Nous avons : |[Jq] = max ZVijl = max { 1, - 0> - 2000} = 1.
Nous pouvons donc dire que la solution est unique.

Généralisation au rand n :

Dans le cas général, une équation différentielle d’ordre n est du type :

d"x(t) dx . d™x
pre —g(t,x(t),dt(t),..., nl()J

(2)

Yt =[x<t)%(t),...,%(t)j

Cette équation peut se lire comme une équation de variable :

W)= 1t y()

L’équation (2) devient dt

ft, y(0) =[%(t>,%a),...,%m,g(t,x(t),i—f,...,%(t)j]

3.3.2 Méthode RK4

Méthode de résolution Runge-Kutta 4 (RK4)
La méthode Runge-Kutta est une généralisation de la méthode d'Euler-Cauchy.

Elle permet de résoudre les équations différentielles de la forme : y'(t)=f(t,y(t)) avec t compris
dans l'intervalle [to,T] et y(to)=Yo. Cet intervalle nous permet de definir le pas h de I'itération,
avec la relation : h = (T-tp)/n

La méthode RK4 utilise plusieurs points intermédiaires pour calculer la valeur de yi.; a partir
de la valeur de y; .

1
S e k+2k -|—2k +k
Le cas classique est donneé par I'équation : it 6 ( )

Avec :
Ky =h (1)
1 1
k hf(t—l—2 2hk1j
1 1
k hf(t+2 2hkzj
k hf(tl+hy+hk)

18



Cette méthode se base sur I'approximation des yi.1 par les valeurs actuelles des y; et du produit
de la taille du pas h par la pente estimée. La pente est obtenue par moyenne pondérée des
pentes ki, ko, K3 et ky.

1
t:_
pente 6(k1+2k2+2k3-|-k4)

On donne un poids plus important aux pentes prises au milieu de l'intervalle.

Comme son nom l'indique, la méthode RK4 est une méthode de résolution d'ordre 4, ce qui
veut dire qu'a chaque étape une erreur de l'ordre de h® est commise et que I'erreur totale accu-
mulée sur toute la résolution est de l'ordre de h*.

Ces formules sont aussi valables pour des fonctions a valeurs vectorielles.

Pour passer du cas scalaire au cas vectoriel on décompose la fonction y en deux fonctions z et
u.
On pose : Onaalors :

i i yi-l—l Zi+1:Zi+hf(ti’Zi’ ui)

U, ui+1=ui+hf<ti’ Zp ”i)

On veut désormais une équation en deux dimensions, modélisée avec une matrice comportant

i lignes et j colonnes.
Pour cela on définit :

Yi= F(t,z,u)
F(tl,, z, ui) =f1(tl_, z, ul,)
f2<ti’ Zp “i)

avec .

. . , K =hF (1, +hy +K,)
Par exemple pour k; si I’on suit cette méthode on pose : ! i i 3

k

11
K1 =
k12

Onaalors:

Et on obtient :

UERT 3 ,
En généralisant aux k " avec =12

19
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On peut ensuite procéder de la méme maniere pour k , k etk .
On obtient alors les équations suivantes en vectoriel : (avec j=1,2)

_ 1 1 1
ij_hE(ti + Eh, Zi+ Ekll’ ul,—l- ?k12)

1 1 1
hf]"(ti + ?h, Zi+ ?kZI’ ul_—l- ?k22j

k3j

k4j hj(ti + h, z.+ k31, u + k32)
On a également :

1
=t
ZTE T (kT 2k, 2k )

]

I
LUt
Uy =g (Rt 2y, 2k, k)

3.4 Partie simulation

Equation différentielle homogéne du second ordre du systéme masse-ressort sans frottements
et sans moteur (expression expérimentale) :

(1) =y, cos(coo t)

Equation différentielle homogéne du second ordre du systéme masse-ressort sans frottements
et sans moteur (expression théorique) :

33 157 2
- k:=24.9 0:=y(1) = - 2 4565 ¢
" 200 0= = T5000 COS( 11 j
0, = 12.28450613 T:=0.1628067078 &
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Apres modélisation nous obtenons : (le programme Maple complet est joint en annexe)
Régime libre

0,015

0,010 -

0,005

0,005

-0,010

-0,015

Equation différentielle homogéne du second ordre du systéme Masse-Ressort avec frottement.
Réqgime pseudo-périodigue.

m o= 3 k=249 0:=0.15
200
@, =10.13 7 -=0.6080830536 A2 = -16.06423500

e La courbe théorigue et la courbe expérimentale avec Maple :

0,06 -
0,04 4
0,02 4
0 T N = T 1
\/‘va 3 4 5
f
-0,02
-0,04 4

21



La courbe rouge correspond a la courbe expérimentale, et la courbe verte correspond
courbe théorique. Nous pouvons donc remarquer que les deux courbes ont la-méme al

elles sont juste un peu décalées.

e Lacourbe expérimentale avec C++ :

0.08

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04

-0.06

I
Sans Moteur

0

1 2 3 4

5

Nous remarquons que le systéme masse-ressort est amorti. En effet il n’y a pas de moteur qui
permettrait d’entretenir les oscillations. C’est un régime pseudo-périodique.

Equation différentielle non homogéne du second ordre du systétme Masse-Ressort avec

frottements et avec le moteur

e La courbe théorigque avec Maple :

k=249 h :=0.6080830536
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® La courbe expérimentale avec Maple :

a:=0.15 o, =10.13 x:=t—0.91 sin(98.27 ¢)

0,15 -
0,10+

0,05 -

-0,05

-0,10 -

e La courbe expérimentale avec le programme en C++ :

0.2 T T T

[
Avec un Moteur

0.15 -
0.1 -

0.05 .

-0.05 | -

-0.1 -

-0.15 | | | |
0 1 2 3 4 5

La modélisation montre la présence d’un régime transitoire avant d’atteindre le régime
périodique. Ce régime est di au lacher de la masse, avant la stabilisation des oscillations par
le moteur.
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e La courbe théorique et la courbe expérimentale avec Maple :

La courbe rouge correspond a la courbe expérimentale, et la courbe verte correspond a la
courbe théorique. Nous pouvons donc remarquer que les deux courbes ont la méme allure,
elles sont juste un peu décalées.

Pendant notre TP, nous avons obtenu des valeurs expérimentales (a, ®o_).

Gréace au logiciel Maple, nous avons pu modéliser les courbes théoriques et les courbes
que nous avions obtenues dans le TP. Puis, nous avons pu les comparer.

Avec le logiciel Maple, nous avons pu calculer directement les solutions exactes des
équations différentielles et nous avons modélisé les deux courbes.

Avec le langage C, nous avons modélisé la courbe expérimentale avec la méthode
d'approximation de RK4.

Nous pouvons en conclure que nous avons réussi & modéliser les solutions a l'aide de
Maple et du langage C.

Pour modéliser les courbes théoriques nous avons utilisé I’équation :

)+ )+ Kz = £ ()
m m m
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Nous avons obtenu g théorique par identification avec 1’équation suivante :

z"(t) +20m02z'(t) + mozz(t) :(oozx(t)

Nous avions alors la relation :

Grace au du poids de la masse fournie lors du TP et a la mesure de I’allongement k, nous
avons pu obtenir ©oTH.

4. Conclusions et perspectives

Tout d'abord, ce projet traitant du systeme masse-ressort nous a quelque peu
déstabilisés. En effet, nous avons dés le début commencé a résoudre I'équation différentielle
du systéme alors que nous pensions étudier le systeme a partir de la réalisation d'un TP. Nous
avons cependant été informés que nous devions reprendre le TP réalisé au troisieme semestre.
Au fil des séances ce projet nous a alors davantage paru comme un projet mathématique que
comme un projet physique.

Ensuite nous avons eu au départ quelques difficultés & nous partager le travail. Etant
un groupe de six et ne nous connaissant pas, nous avons beaucoup travaillé sur les mémes
notions au cours des premieres semaines. Ce n’est que lorsque nous avons commence a tra-
vailler davantage ensemble que nous avons réussi a mieux nous partager le travail.

Comme nous vous l'avons précisé, ce projet étant tres mathématique nous avons dd re-
voir des notions des semestres précédents, mais nous avons également di beaucoup nous in-
former sur les notions que nous ne connaissions pas. Pour la programmation en C++, nous
avons aussi revu les notions propres a ce langage, et nous avons recherché les fonctions né-
cessaires pour la modélisation, que nous n'avions jamais utilisées. Néanmoins nous tenons a
préciser que tout ce processus d’apprentissage s’est déroulé dans une bonne ambiance, ren-
dant ainsi notre travail le plus agréable possible.

Au final nous avons acquis de nouvelles connaissances grace a ce projet, mais nous
regrettons son caractére un peu trop abstrait. Si ce projet est maintenu les années suivantes,
nous pensons qu'il serait plus intéressant d'aller au-dela du TP du troisieme semestre afin de
pouvoir observer et analyser d'autres phénomenes physiques.
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6. Annexes (non obligatoire — exemples ci-dessous)

6.1 Documentation technique

6.2 Listings des programmes réalisés

Programme Maple

Equation différentielle homogéne du second ordre du systéeme masse-ressort sans frotte-
ments et sans moteur (expression expérimentale)

> rastart

> dsolve [ [&ff (p(£),4,8) + myp(6) =0, Dip) (D) =0,p10) =g hyi));

Pit)=p, cns(mn I) (1)

Equation différentielle homogéne du second ordre du systéeme masse-ressort sans frotte-
ments et sans moteur(expression théorique)

S I IR . o ] _ o157 _
mi= Tk = 249,50 = dso.!’vez”m dff (p(£). 67 +Epi£) =0, D(p1(0) =0,p(0) = = ]"”m]’
= o
©200
k=249
157 2
s0=yp(t)= To000 cns[ 3 4565 r] (2)
g oy = sqﬂ(%];gmgﬂ%];?: 2. = cevalf | %a);
Ty
W, = 1228450613
12.28450613
7=0.1628067078 m
0.5114723572 A3)

> plof(rha(s0), £=0.5);

27



0,015 4

0,010 -

0,005 -

-0,005

-0,010 4

-0.015 -

Régime libre

Equation différentielle homogéne du second ordre du systeme Masse-Ressort avec frotte-
ment . Régime pseudo-périodique.

_ o 1as L . o A L T
= k= 249 0= 015, @ = 1013k = 2o sqﬂ( - ] A2 = b — ddem
sda = dsozvg([mmfu[f],f,f] +hdF ), 6 +kpEl =0,Dp)(0)=1,p(0) = %],y{f]];
. _ 2 157
520 1= dsolve {AF 9161, 4 ) + 2o m-dF ((£), ) + () =0, D) (0)=1,9(0) = ST |y 16
3
to20nn
k=240
=015
0, =10.13
B =10.6080830536
A2 = —16.06423500
a8 = PIf)
121323742507 SEEERe
_ 12500000 :
= 53006 0za0aIaonnnn | 4 Cen2ETBEEn TS ¢ S 137300000
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230334489

Iy
JTTEROI0RE 1 ASER0aTT0 f] _ 151 Tasoanan cns( L

137500000

10000 | TTEEII0AETAZAEI LT f]

00 020
LAY LA \
s2b =p(t) = eorioir VBT e ™ sin o VBT | = qge 0 oo o BT ¢

39a0230000 i, 2000 T 2000

> wih | plots |

[romate, ammafedd, e mafecurve, arrow, changecoords, complaxplof, complexplof3d, conformal, conformalid,
confourplof, confourplofid, coordplof, coordplofid, densfyplof, display, dualax spicf, feldplof, feldploidd,
pradplof, pradplof3d, implaivlof, implcafplofdd, inegual, inferactive, inferaciveparams, infer secinlof, B sfconinlof,
b steonfplofid, Bafdensifyplof, Bsiplof, Esfplofdd, logloppiof, logplof, mairixplof, muliple, odeplof, parefo,
plofcompare, parniplof, parnfploiZd, polarplof, polygonplof, polvgonplof3d, polphedra supporfed, polyhedrapiol,
rooflocus, sentlogplof, sefcolors, sefoplions, sefopfions3d, spacecurve, sparsemairi xplof, surfdata, fexiplot,
faxfolofdd, fubeplof]

()

> displap( {plofirhs(s2a), £=0.5, color = preen |, plof(rhs(32b), (=05, color =rad | })

0,06
0,04 4

0,02

0 I

WW“’
I3

-0,02 H

-0,04

La courbe ronge correspond d la courbe expérimentale, ot In courbe verte corvespond d la courbe théorigue

. O peut done remarguer gue los dewsx courbes ont la méme qllure; elles sont juske un peu décalées.
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Equation différentielle non homogéne du second ordre du systeme Masse-Ressort avec
frottements et avec le moteur

la courbe théorique

> e 103 o aagh = T = f00] i 4}
= k= 2495 Eusqﬂ(m]m,x £ =091 5in(98.27 1),
. B ok ] _ -53 ,
55 = dsozugﬂdfu[f],f,fu SdF I, 1) + () = = x6), D) (0) = Lp(0) = T ],y[f]],
3
©o20n
k=140
b =10.6080830536
x=t—0.91 sin(08.27 t)
sF=yif)
23033449
_ AND2ITA22300016160493051 4137432425023 E'm’sm( 1
2501572 L 49607241 1300083 13520230 56 58606 5455000 12300000

y 23040005650220359 f] J 23049005620229500

13033440 (6)
THAS5536221045T142570326273 ~ Tasm0000 T3040005620229300 f‘|

1
T 11401 23R TR 0461 1 A0R 50041000 - “”5( 12500000

TTI0006E5E4504202055250 [ ey f] A0EOTETI 3058457881 4953125 . BEAT

T 1A 23R TEA061 1A0ES004] 0L 100 ¢ ) T 121A01275066720046 1 160250041 SOt 100 fJ

> evalf | %),
i) = 01910932040 o~ LTI 0 12 14551010 ¢) — 005245042054 o~ LB426T920T 0 112 14551910 ¢)

— 0.000542 5704587 cos (9227000000 £ — 001442531344 ain 92 27000000 #) (7)
plaf(rha(s3), £= 0.3, eolor = green ),

0,15
0,10

0,05

-0,05 -

-0,10

> Ia courbe expérimentale
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> o= 015 m, o= 1013, x 1= £ =091 s (95274},

b1
E

(| sgrin I e 1|
sh= d.sofvek :ﬁ_ﬁ'l‘}ll_f],f,ﬂ+2-u-mn-cﬁﬁ'|_}l|ﬂ,fj + myp(f) = m, x(f), Dipyi0y=1,pi0) T l,yl_fj

&

o=015
W, =10.13
r=1—=009] sin{ .27 1)
039
o 1144003099150966191257899 e “FmGT Y. [ 1013 3
s6=plH) 120640860801 7101E3076246000 le sin| =gag V301 ¢
_ _16050008728519645259  “opo ¢ ¢ 1013 gy 020533375021620 ¢ 087 ) (8)
04524203 00336003000 | zoo0 Y ,| I45E420ETO0E360030 | 100 |
_ _2074000637881630 . ¢ 9827 fw|
304584203 T00536005 100 )
> eealf %)
Pif) = 01ETE564004 & LIF00000T oo 1001538014 £} — 005260480005 ¢~ 100000 Lo 1001538014 £) ()

— 0.0003051990517 cos (9227000000 #) — 00097641 36725 sir | PE. 27000000 #)

> plotfirhs(s6),#=0.3, color = red),

0,15
0,10

0,05 4

-0,05 -

-0,10 -

> with [ plofs )

|@mmate, amimefedd, ammafecurve, arrow, changecoords, complaxplof, complaxplofid, conformal, conformalid,
confourplof, confourplofid, coordpiof, coordplofid, denafpplof, display, dualax splof, feldviof, RaldploiEd,

pradplof, pradploi3d, impl divlof, impEaiplofdd, inegual, inferacive, inferaciveparams, infersecfplof, Bsfconinlof, (10)
Hstconfoiofid, Bstdengfyplof, Bstplof, Esfolofid, loglompiod, logplof, maiixplof, muliple, odeplof, parato,

plofcompare, panfplof, parnfplofdd, polarplof, polvgonplof, polvgonplof3d, polvhedra supporfed, polphedraplol,
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rooflocus, senulogplof, safcolors, sefoplons, sefopfions3d, spacacurve, sparsamair xplof, surfdatia, fexfpiof,\
faxfolofdd, fubeplof]

> daplap( {plofirhs(s3), f=0 .3, color = green |, plof(rha(s0), f=0.3, eolor = rad) })

0,15 -
0,10 4

0,05 -

> Lacourbe rouge correspond & Ie courbe expérimentale, etla courbe verte correspond & la courbe Hidorigue

. O peut done remarguer gue los denx courbes ont In méme allure, elles sontjuste un pew décaldes.

32



Programmation de Runge Kutta 4 en C++

Nous avons adapté le programme en C++ que le professeur nous a donne aux valeurs
expérimentales, ¢a veut dire que o= 0,15, wo=10,13, x(t)= 0,91 sin (98,72 t), la position
initiale=0m, la vitesse initiale=1m/s.

L'équation différentielle originale y"+2 amoy'+(wo)>y=(wo)*x(t) devient
y"+3,039y'+102,6169y=93,3814*sin(98,72 t).

Dans le cas ou il y a un moteur, I'équation est bien
y"+3,039y'+102,6169y = 93,3814*sin(98,72 1) ;
Dans l'autre cas ou il n'y en a pas, I'équation est y"+3,039y'+102,6169y = 0.

Programme :

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <string.h>

double rK4(double x, double yPos, double yVis, double pas, int k);
double renvoiVitesse(double x, double yPos, double yVis);
double renvoiAcceleration(double x, double yPos, double yVis);
int main ( int argc, char** argv )
{

inti, j;

double PAS =0.0005; /*Permet de changer le pas*/

double yPosition = 0.; /*Conditions initiales*/
double yVitesse = 1.;

double yPositionSave=0.;

double x =0.;
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double valeurTracer [100000][2]; /*Taleau contenant les valeurs de la solutions de
I'équation differentielle.*/

char* nomdefichier[6];
nomdefichier[0] = "RK4v1Application";
/*nomdefichier[1] = &quot;RK4v2&quot;;*/

valeurTracer[0][0] = yPosition;
valeurTracer[0][1] = x;

for(j=0; j<1; j++) /*Cette boucle sert si on souhaite résoudre plusieurs équations
différentielles -- Ici nous avons qu'un application physique donc j= 1*/

{

// on intialise le fichier qui prend les valeurs

FILE* fichier = NULL,;
fichier = fopen(nomdefichier[j], "w+"); // suppression du contenu au préalable ! //
fprintf(fichier, "%f\t%f \n", X, yPosition);

if(fichier!=NULL)
{

for(i=1; i<=10000; i++) /*Nombre de points ? calculer de la solution de
I'équation différentielle par I'ordinateur*/

{
X =X + PAS;
yPositionSave = yPosition;
yPosition = rK4(x, yPosition, yVitesse, PAS, 0);
yVitesse = rK4(x, yPositionSave, yVitesse, PAS, 1);

valeurTracer[i][0] = yPosition;
valeurTracer[i][1] = X;

fprintf(fichier, "%f\t%f \n", x, yPosition);
printf ("X = %At\tf(x) = %f", x , yPosition);
/IPermet d'écrire les valeurs de la solution sur la console //

¥
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fclose(fichier);
yPosition =0.;
x=0.;
printf("Ecriture dans %s termine."”, nomdefichier[j]);

}

else
printf("Echec de I'ouverture du fichier.");

}

return O;

double rK4(double x, double yPos, double yVis, double pas, int k)
{
double renvoiVitesse(double x, double yPos, double yVis);
double renvoiAcceleration(double x, double yPos, double yVis);

double k1x, kly, k2x, k2y, k3x, k3y, k4x, kdy;

double x2, yp2, yv2;
double x3, yp3, yv3;
double x4, yp4, yv4;

/[Calcul de K1
k1x = pas * renvoiVitesse(x, yPos, yVis);
kly = pas * renvoiAcceleration(x, yPos, yVis);

/[Calcul de K2
x2=X + 0.5*pas;
yp2=yPos + 0.5*k1x;
yv2=yVis + 0.5*k1y;

k2x = pas * renvoiVitesse(x2, yp2, yv2);
k2y = pas * renvoiAcceleration(x2, yp2, yv2);
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/[Calcul de K3

x3=X + 0.5*pas;

yp3=yPos + 0.5*k2x;

yv3=yVis + 0.5*k2y;

k3x = pas * renvoiVitesse(x3, yp3, yv3);

k3y = pas * renvoiAcceleration(x3, yp3, yv3);

//Calcul de K4

X4=x + pas;

yp4=yPos + k3Xx;

yv4=yVis + k3y;

kdx = pas * renvoiVitesse(x4, yp4, yv4);

k4y = pas * renvoiAcceleration(x4, yp4, yv4);

//On calcule yi+1
if(k==0)
{
return yPos + ((k1x + 2*k2x + 2*k3x + k4x)/6); //Renvoie la position

}

else

{
return yVis + ((k1ly + 2*k2y + 2*k3y + k4y)/6); //Renvoie la vitesse

¥

double renvoiVitesse(double x, double yPos, double yVis)

{

return yVis;

¥

double renvoiAcceleration(double x, double yPos, double yVis)

{
return 93.3814*sin(98.72*x)- 3.039*yVis - 102.6169*yPos;

} /léquation différentielle

Pour les deux cas différents, on change I'équation différentielle a la fin du programme.
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