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NOTATION ET ACRONYMES

Conduction  : La  conduction  thermique  est  un  mode  de  transfert  d’énergie  dans  un  milieu  qui
n’implique pas de déplacement de matière. Elle s’effectue seulement par l’agitation thermique des
molécules qui se transmet de proche en proche.

Stationnaire : Un état est dit stationnaire lorsque les grandeurs décrivant notre système ne varient pas
en fonction du temps. Dans notre cas, le système est stationnaire lorsque la température n’évolue plus.

Instationnaire : Un état est dit instationnaire lorsque ses grandeurs évoluent au cours du temps.

Explicite : Dans un schéma explicite, nous pouvons calculer la température à l’instant n en réalisant
l’image de la température à cet instant. Nous avons une fonction 

U (n +1) = f [U (n)].

Implicite : Dans un schéma implicite,  nous pouvons calculer  la température à l’instant  n + 1 en
résolvant un système linéaire de la température à l’instant n. Nous avons une fonction 

U (n) = f [U (n + 1)].

Coefficient de diffusivité thermique : C tel que : α=C ²
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I. INTRODUCTION

La  conduction  thermique  est  un  phénomène  physique  qui  décrit  la  diffusion  de  l'énergie
thermique dans un milieu. Pour l'aborder, nous commencerons par établir l’équation physique qui le
régis,  à  savoir  l’équation  de  « diffusion ».  Notre  projet  se  concentrera  ensuite  sur  la  résolution
analytique de cette équation dans plusieurs cas spécifiques. Pour ce faire, nous utiliserons des outils
informatiques.  En  parallèle,  nous  chercherons  à  résoudre  ces  problèmes  de  manière  purement
mathématique. 

Dans notre projet, nous étudions ce phénomène à travers une surface métallique en cuivre de 
longueur a et de largeur b, où seule la conduction thermique intervient. Nous travaillerons en régime 
instationnaire (dépendant du temps) et en deux dimensions. Nous supposerons que la barre est isolée 
de tout autre transfert thermique que la conduction en son sein. En effet, nous avons dû restreindre 
notre étude en raison de la richesse du sujet.

Le but principal de ce projet est de nous amener à la compréhension  d’un problème physique
complexe au travers de la résolution des équations physiques qui le régissent. Ce projet nous introduit
aux différentes  méthodes de  résolution d’équations,  à  commencer  par  la  résolution analytique  du
problème puis leur modélisation à l’aide de logiciels informatiques tels que Mapple. Nous exploiterons
aussi  la  méthode  par  discrétisation  d’une  équation  différentielle  physique  afin  de  résoudre
numériquement l’équation de la chaleur. 

II. MÉTHODOLOGIE / ORGANISATION DU TRAVAIL

Description de l’organisation adoptée pour le déroulement du travail :

Dans un premier temps l’ensemble du groupe a lu les rapports des années précédentes pour
comprendre les différents points à aborder au cours du projet. Par la suite nous nous sommes répartis
naturellement les tâches, la partie analytique a été abordé par Matéo MAGUER et Nader ELGHOCHE
et la partie numérique par  Marie BRUMENT et Amélie  MAUDUIT,  Marc-Antoine CARLOTTI. La
rédaction du rapport s’est effectuée durant tout le long du projet, principalement par Marc-Antoine
CARLOTTI les premières semaines puis par l’ensemble du groupe durant les dernières semaines.

Organigramme des tâches :
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III.TRAVAIL RÉALISÉ ET RÉSULTATS

III.1. Définitions

Dans cette partie, nous établirons l’équation de la chaleur, aussi dite « équation de diffusion ».
Nous considérons un système fermé, au repos et indéformable ( c’est à dire pas de variation de volume
et  pas  de travail  mécanique),  occupant  un volume V limité  par  une surface Σ.  La distribution de
température n’est pas uniforme et évolue au cours du temps. Ainsi, le système n’est pas à l’équilibre
thermodynamique et des flux de chaleur le traversent. Nous traduisons la situation précédente par la
l’expression de la conservation de l’énergie :

Φstockage=Φéchange+Φ produit

Dans un premier temps nous allons déterminer le flux de chaleur produit dans le volume, c’est à dire le
flux de chaleur dissipé à l’intérieur du volume V.

Φproduit=P
Où P est la densité de puissance calorifique (en W/m³ ).

De plus, le système étudié étant ici un solide, les échanges se réduisent aux flux conductifs tel que :
φ⃗cond=−k tr g⃗rad (T )

Avec ktr  la conductivité thermique du matériau. Le solide est dit uniforme et homogène, ce qui nous
permet d’écrire que :

Φéchange=∬
S

Φ⃗∗n⃗=∭
V

div (Φ⃗)∗dV=−k tr∗div⃗ (grad (U ))=αΔ(U)

avec α=
k tr

c∗ρ
 le  coefficient  de  diffusivité  en  m2 s−1 ,  ∆U le  Laplacien  de  U,  c  la  capacité

thermique massique (en J/K/kg) du matériau. On sait aussi que :

 Φstockage=ρc ∂U
∂ t

On en déduit l’équation suivante : 
∂U
∂ t

=αΔU+ P
ρc

Ce qui donne, en coordonnées carthésiennes : 

∂U
∂ t

=α( ∂2 U
∂ x2 +

∂2 U
∂ y2 )+

P
ρ c
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III.2. Résolution de l’équation en 2D instationnaire

Dans cette seconde partie nous chercherons à déterminer les solutions de l’équation de la
chaleur pour différents cas. Dans un premier temps nous nous interesserons au cas 2D instationnaire
sans second membre puis avec second membre. Dans un second temps nous nous pencherons sur le
cas 2D stationnaire avec second membre.

III.2.a. Cas sans second membre

On pose le coefficient C tel que : α=C ² .

∂U
∂t

=C ²ΔU ,∀(x , y)∈ℝ2  et ∀ t>0

On a les conditions suivantes :
Conditions aux limites     :   U(0,y;t) = 0 ; U(x,0;t) = 0 ; U(a,y;t) = 0 ; U(x,b;t) = 0
Conditions initiales     :    U(x,y;0) = f(x,y) ∀(x , y )∈ℝ ²
Séparation des variables :

U (x , y ; t)=h(x )q ( y )g(t )
Dans l’équation, on a :

h(x )q ( y )g ' ( t)=C ²(h ' ' (x)q( y )g (t)+q ' ' ( y )h (x)g (t ))

⇔     g ' (t )
C ²

=
h ' ' (x)q( y)+q ' ' ( y )h (x)

h(x )q (x)

⇔     g ' ( t)
C ² g( t)

=
h' (x)
h(x)

+
q ' ' ( y )
q( y )

=−ν ²

D’où : 
g '(t)=−λ ² g (t)    avec   λ=C ν

h' ' (x)
h(x)

=−( q ' '( y)
q( y)

+ν ²)=−k ²

Donc :
 h' ' (x )+k ²h(x)=0

q ' ' ( y)+μ ² q( y )=0 ,   avec   μ ²=ν ²−k ²
Finalement, on a :

hm(x )=sin(km x) ,    avec  k m=
mπ
a

qn( y)=sin( pn y) ,    avec  pn=
nπ
b

gmn(t)=Bmne⁻λ ²mn t ,    avec  λmn=Cπ√ m ²
a ²

+
n ²
b ²

où a et b sont les dimensions de la plaque et : m = 1, 2, 3, … et n = 1, 2, 3, …
Ainsi, il vient :

hm(x )=α sin (kx )+β cos(kx)    et    U (0 , y , t)=U (a , y ,t )=0
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d’où : h(0)=0 ,  h(a)=0   ⇒   β=0    et    h(a)=α sin (ka)=0   ⇒   kma=nπ

D’où les fonctions propres :

Umn(x , y , t)=Bmn sin(mπ
a

x )sin( n π
b

y )e−λ² mn t    et    λmn=C π√m ²
a ²

+
n ²
b ²

Par superposition de fonctions propres :

U (x , y , t)=∑
m=1
∑
n=1

Bmnsin(mπ
a

x )sin( nπ
b

y )e−λ ²mn t

En t=0 :

U (x , y ,0)=∑
m=1
∑
n=1

Bmn sin(mπ
a

x)sin ( nπ
b

y )=f (x , y )

f (x , y )= ∑
m,n=1

Amn sin(mπ
a

x )sin (nπ
b

y )

Amn=
2
a
∗2

b∫0
b

∫
0

a

f (x , y )sin(mπ
a

x)sin( nπ
b

y)dxdy    et    Amn=Bmn

III.2.b. Cas avec second membre (source de chaleur)

L’équation est la suivante : 
∂U
∂ t

=C ²ΔU+w(x , y , t ) ,∀(x , y)∈ℝ2  et ∀ t>0

Avec w(x,y,t) terme source.
Nous reprenons les mêmes conditions limites et initiales que dans le cas sans second membre c’est-à-
dire :
Conditions aux limites     :   U(0,y;t) = 0 ; U(x,0;t) = 0 ; U(a,y;t) = 0 ; U(x,b;t) = 0
Conditions initiales     :    U(x,y;0) = f(x,y) ∀(x , y )∈ℝ ²
Nous reprenons les fonctions propres de l’expression homogène :

Umn(x , y , t )=sin(
mπ

a
x)sin ( nπ

b
y )e−λ ²mn t

w(x,y,t) peut s’écrire sous la forme : 

w (x , y , t)= ∑
m, n=1

Cmn(t )sin(mπ
a

x)sin( nπ
b

y)

C’est à dire en série de Fourier : Cmn(t )=
2
a
∗2

b∫0
b

∫
0

a

f (x , y )sin(mπ
a

x )sin( nπ
b

y)dxdy

En considérant l’expression non homogène : Umn(t )=C2Δ2+Cmn(t)sin(mπ
a

x)sin ( nπ
b

y )

On dérive l’expression non homogène :
 
∂U
∂ t

sin (mπ
a

x )sin( nπ
b

y )=C2U (t )[ ∂
∂ x

(sin( nπ
b

y) mπ
a

cos (mπ
a

x ))+ ∂
∂ y

(sin(mπ
a

x) nπ
b

cos( nπ
b

) y)]

 +w(x , y , t )

 =−sin ( nπ
b

y )m2π2

a2 sin(mπ
a

x )−sin(mπ
a

x ) n2π2

b2 sin( nπ
b

y )+Cmn( t)sin (mπ
a

x)sin( nπ
b

y)

Donc  ∂U
∂ t

=−(m2π 2

a2 + n2π 2

b2 )C2U (t)+Cmn(t)

Après résolution de cette équation différentielle nous obtenons :
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U mn(t )=exp(−(m2π 2

a2 + n2π 2

b2 )C2 t )(Bmn+∫
0

t

exp(−(m2π 2

a2 + n2π 2

b2 )C2 t )Cmn(t)dt )

On obtient : u(x , y , t )=∑
m=1
∑
n=1

U mn(t)sin(mπ
a

x )sin (nπ
b

y )

Finalement l’expression de u(x,y,t) est :

u(x , y ,t)=∑
m=1

∑
n=1 [exp (−(m2π2

a2 + n2π2

b2 )C 2t)(Bmn+∫
0

t

exp (−(m2π2

a2 + n2π2

b2 )C2t )Cmn( t)dt)]
*sin(mπ

a
x)sin( nπ

b
y)

Conditions initiales     : u (x , y ,0)=f (x , y )= ∑
m ,n=1

Amn sin(mπ
a

x)sin( nπ
b

y )

Amn=
2
a
∗2

b∫0
b

∫
0

a

f (x , y )sin (mπ
a

x )sin( nπ
b

y )dxdy

u(x , y ,0)=∑
m=1

∑
n=1

Bmn sin(mπ
a

x)sin( nπ
b

y ) Avec Bmn=Amn

Aux temps longs, u ne dépend plus de la condition initiale f , mais est déterminé uniquement par le
terme source w.

III.2.c. Cas avec second membre (source de chaleur) stationnaire

Résolvons maintenant l’équation de la chaleur en régime stationnaire c’est-à-dire quand :
∂U
∂ t

=0

L’équation de la chaleur devient alors : C ²ΔU+w(x , y)=0 , ∀(x , y )∈ℝ2 toujours avec w(x,y)
le terme source.
On garde les mêmes conditions aux limites que pécedemment :
Conditions aux limites     :   U(0,y) = 0 ; U(x,0) = 0 ; U(a,y) = 0 ; U(x,b) = 0
Séparation des variables : U (x , y )=h(x)q ( y)
On a l’équation : −C ² (h ' '(x )q ( y )+q ' ' ( y)h(x ))=w(x , y) on suppose w(x,y) constant.

−C ² (h ' ' (x )q ( y )+q ' ' ( y)h(x ))=h(x)C ( y)

On reprend la solution du cas sans second membre pour h(x), donc h(x )=sin(mπ
a

x )

−C ² (−m2π
a2

2

sin(mπ
a

x)q( y)+q ' ' ( y )sin (mπ
a

x))=sin(mπ
a

x )C ( y )

On pose k=mπ
a

on a alors −C ² (q ' ' ( y)−k2 q( y ))=C ( y)

Finalement : q ' ' ( y)−k2 q( y)=−C ( y )
C2 comme on suppose w(x,y) constant alors C(y) est 

constant en y.

 u(x , y ,t)=∑
m=1
∑
n=1 [exp (−(m2π2

a2 + n2π2

b2 )C2t)(Bmn+∫
0

t

exp (−(m2π2

a2 + n2π2

b2 )C2 t)Cmn( t )dt)]
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*sin(mπ
a

x)sin( nπ
b

y)

 De plus on remarque que : hp( y )=C ( y)
C2 k2 est solution particulière de l’équation-différentielle.

On prend la fonction w(x) constante sur [0, a] on la prolonge sur [−a, a] en fonction impaire puis en 
fonction périodique de période 2a.
Afin de déterminer C( y) on va utiliser les séries de Fourier : 

Cm ( y)= 2
a∫0

a

w sin (kx )dx comme h(x) est une fonction de sin(x) et que w est impaire.

On a alors Cm ( y)=2 w
a ∫

0

a

sin(kx)dx étant donné que w est constant en x.

On résout cette intégrale :

 Cm ( y)=2 w
a [−1

k
cos (kx )]0

a

Cm ( y)=2w
a (−1

k
cos (ka)+ 1

k )
Cm ( y)=2w

ak (1−cos (ka))

Cm ( y)= 2 w

a(mπ
a

)
(1−cos (mπ

a
a))

Donc finalement :

Cm ( y)=2 w
mπ (1−(−1)m )

On va maintenant passer à la résolution de l’équation homogène: q ' ' ( y)−k2 q( y)=0
La solution de cette équation homogène est de la forme : qh( y)=γcosh (ky )+δ sinh(ky )
La solution de l’équation est alors la somme de la solution homogène et de la solution particulière

q ( y)=qh( y)+q p( y )

On obtient donc : q ( y)=γcosh (ky )+δ sinh(ky )+C( y )
c ² k ²

On a U (x ,0)=0⇔h(x )q(0)=0⇔q(0) ⇔γcosh (k0)+δ sinh (k 0)+C ( y )
c ² k ²

=0

Donc : γ=−C ( y )
c ² k ²

, de plus on a : U (x ,b)=0 donc : 

h(x )q (b)=0⇔q(b)=0 et donc δ= C( y )
c ² k ² sinh(kb) (ch (kb)−1 )

Donc 
−C ( y )

c ² k ²
cosh (ky)+C( y)(cosh (kb)−1)

c ² k ² sinh(b)
sinh(kb)−C( y )

c ² k ²

On reprend l’expression de Cm ( y)=2 w
mπ (1−(−1)m )

L’expression finale est :

U (x , y )= 2 wa ²
pi ³ C ² ∑m=0

(1−(−1)m)
m ³

sin (kx) [1−cosh (ky )+ cosh (kb)−1
sinh (kb) ]
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III.3. Résolution numérique de l’équation de chaleur en 2D instationnaire

Dans  cette  partie  nous  allons  résoudre  de  deux manières  l’équation  de  la  chaleur  en  2D
instationnaire. L’objectif sera ici de la dicrétiser par une méthode explicite et implicite. Le système est
de dimension axb. Les températures seront considérées nulles aux quatres bords du maillage à tout
instant t. Nous cherchons à determiner la température en chaque point intérieur du maillage.

III.3.a. Méthode explicite

Cette première méthone nous permet de calculer U le long du domaine considéré à tout instant
t à partir des températures à l’instant t. Cette méthode repose sur une relation de récurrence. 
On se place en un point de coordonnée (x i , y j , t ₙ).
On introduit un pas spatial Δx  selon x, un pas spatial Δy  selon y et un pas temporel Δt  selon t. On a 
alors x i=iΔx , y j= jΔy et t ₙ=n Δt  avec i∈ {1 , …, I } , j ∈{ 1 ,…, J }et n∈{0 ,…,N }. 

Δx= a
I+1   et  Δy= b

J+1  et  Δt= t
N+1  avec a et b les longueurs du segment du système.

∀ (i , j , n )∈ {1,…, I }× {1 , …,J }× {1 ,… , N }, on a d’après Taylor Young pour la première variable x :
(1)

U ( xi+Δx , y j ,t ₙ)=U ( x i , y j , t ₙ)+Δx ∂U
∂ x ( x i , y j ,t ₙ)+

Δx
2

2 !
∂2U
∂x

2 ( xi , y j , t )n+
Δx

3

3 !
∂3U
∂x

3 ( xi , y j , t )n+O ( Δx
4 )

(2)

U ( xi−Δx , y j , t ₙ)=U ( x i , y j ,t ₙ)−Δx ∂ U
∂ x ( x i , y j , t ₙ)+

Δx
2

2 !
∂2U

∂x
2 ( x i , y j ,t )n−

Δx
3

3 !
∂3U
∂x

3 ( x i , y j , t )n+O ( Δx
4 )

On additionne (1) et (2) :

(3)
∂2U
∂x

2 ( xi , y j , t ₙ)=[ U ( x i+Δx , y j , t )n−2U ( x i , y j , t ₙ)+U ( x i−Δx , y j ,t )n ] 1
Δx

2+O ( Δ x2 )

Pour la variable y :
(4)

U ( xi , y j+Δy ,t ₙ)=U ( x i , y j , t ₙ)+Δy ∂U
∂ y ( xi , y j , t ₙ)+

Δ y
2

2!
∂2U
∂y

2 ( x i , y j , t ₙ)+
Δ y

3

3!
∂3U
∂ y

3 ( x i , y j ,t )n+O ( Δ y
4 )

(5)

U ( xi , y j−Δy , t )n=U ( x i , y j ,t ₙ)−Δy ∂ U
∂ y ( x i , y j ,t ₙ)+

Δ y
2

2!
∂2U
∂ y

2 ( x i , y j ,t ₙ)−
Δ y

3

3!
∂3U
∂ y

3 ( x i , y j ,t ₙ)+O ( Δ y
4 )

On additionne (4) et (5) :

STPI/P6/2024 – 09                                                                                                                                                                                              12

1

Schéma 2D instationnaire



(6)
∂2U
∂y

2 ( xi , y j , t ₙ)=[ U ( x i , y j+Δy , t )n−2U ( x i , y j ,t )n+U ( xi , y j−Δy ,t )n ] 1
Δy

2 +O ( Δ y2 )

On suppose que l’on choisit Δ x2et Δy 2 assez petits pour que O ( Δ x4 )et O ( Δ y4 )  soient négligeables 
devant f ( x i , y j ,t )n . Ce qui nous donne :
∂2U
∂x

2 ( xi , y j , t )n=[ U ( x i+Δx , y j , t )n−2U ( x i , y j , t ₙ)+U ( x i−Δx , y j ,t )n ] 1
Δx

2

∂2U
∂y

2 ( xi , y j , t ₙ)=[ U ( x i , y j+Δy , t )n−2U ( x i , y j ,t )n+U ( xi , y j−Δy ,t )n ] 1
Δy

2

Pour la variable t : 

U (x i , y j ,( tn+ Δt)−Δt )=U (x i , y j ,t ₙ+Δt )−Δt ∂U
∂ t (x i , y j , t ₙ+Δt )+( Δt2)

U ( xi , y j , t )n=U ( xi , y j ,t n+Δt )−Δt ∂ U
∂ t ( xi , y j , t ₙ+Δt )

Ce qui nous permet de trouver : ∂U
∂t ( x i , y j , t ₙ+Δt )=

U ( x i , y j ,t n+Δt )−U ( x i , y j , t )n
Δt

Il ne nous reste plus qu’à remplacer ces approximations dans l’équation de la chaleur qui est de la 
forme :

f (x i , y j , t ₙ)= ∂U
∂t

−C2[ ∂2U
∂x

2 + ∂2U
∂y

2 ]On trouve alors :
f (x i , y j , t ₙ)=

U (x i , y j , tn+Δt )−U (x i , y j , t ₙ )
Δt

−C2[[U (x i+Δx , y j , t ₙ )−2U (x i , y j , t ₙ )+U (x i−Δx , y j , t ₙ ) ] 1
Δx

2 ]
−C2[ [U (x i , y j+Δy , t ₙ )−2 U (x i , y j , t ₙ )+U (x i , y j−Δy , t ₙ ) ] 1

Δy
2 ]

⇔
U ⅈ , j

n+1−U i , j
n

Δt
−C2[U ⅈ+1 , j

n −2 U i , j
n +U ⅈ−1 , j

n

Δx2 +
U ⅈ , j+1

n −2 U i , j
n +U ⅈ , j−1

n

Δy2 ]= f i , j
n  

U ⅈ , j
n+1=U i , j

n +C2 Δt [ U ⅈ+1 , j
n −2U i , j

n +U ⅈ−1 , j
n

Δx2 +
U ⅈ , j+1

n −2 U i , j
n +U ⅈ, j−1

n

Δy2 ]+Δt f i , j
n

Nous considérons aussi que Δx=Δy  afin de simplifier les calculs, on a alors :

U ⅈ , j
n+1=U i , j

n (1−4 C2 Δt
Δx 2 )+C2 Δt

Δx2 [U ⅈ+1 , j
n +U ⅈ−1 , j

n +U ⅈ, j+1
n +U ⅈ , j−1

n ]+Δt f i , j
n

III.3.b. Méthode implicite

Nous procédons de la même manière que la méthode explicite mais cette fois-ci à t n+1  car la
méthode implicite permet de déterminer la chaleur en un point du volume à un temps donné t en
fonction des températures de ce même point un instant plus tard.
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On introduit le pas spatial Δx  selon x, un pas spatial Δy  selon y et un pas temporel Δt selon t. On a
alors x i=iΔx , y j= jΔyet t ₙ=n Δt  avec i∈{1 , …, I } , j ∈{1 ,…, J }  et n∈{0 ,…, N }.
On trouve alors :
∂U
∂t ( x i , y j , t )n=

U ( x i , y j , t n+Δt )−U ( x i , y j , t ₙ)
Δt

∂2U
∂x

2 ( xi , y j , t ₙ)=[ U ( x i+Δx , y j , t ₙ+Δt )−2U ( x i , y j ,t ₙ+Δt )+U ( x i−Δx , y j , t ₙ+Δt ) ] 1
Δx

2

∂2U
∂y

2 ( xi , y j , t ₙ)=[ U ( x i , y j+Δy , t ₙ+Δt )−2U ( x i , y j ,t ₙ+Δt )+U ( x i , y j−Δy , t ₙ+Δt ) ] 1
Δ y

2

On remplace dans l’équation de la chaleur :

f (x i , y j , t ₙ+Δt )=
U (xi , y j , tn+Δt )−U (x i , y j , t ₙ )

Δt

−C2[ [U (x i+Δx , y j , t ₙ+Δt )−2 U (x i , y j , t ₙ+Δt )+U (x i−Δx , y j , t ₙ+Δt ) ] 1
Δx

2 ]
−C2[ [U (x i , y j+Δy , t ₙ+Δt )−2U (x i , y j , t ₙ+Δt )+U (x i , y j−Δy ,t ₙ+Δt ) ] 1

Δ y
2 ]

Nous considérons Δx=Δy ,  on a alors :             
U ( xi , y j , tn+Δt )−U (xi , y j, t ₙ )

Δt
− C2

Δx2 [ [U ( xi+Δx , y j , t ₙ+Δt )−2U (x i , y j ,t ₙ+Δt )+U ( xi−Δx , y j ,t ₙ+Δt ) ] ]
−C2

Δx2 [ [ U ( xi , y j+Δy , t ₙ+Δt )−2U (x i , y j ,t ₙ+Δt )+U (xi , y j−Δy , t ₙ+Δt ) ] ]=f (x i , y j ,t ₙ+Δt )

U ⅈ , j
n =U i , j

n+1(1+4 C2 Δt
Δx2 )−C2 Δt

Δx2 [U ⅈ+1 , j
n+1 +U ⅈ−1 , j

n+1 +U ⅈ , j+1
n+1 +U ⅈ , j−1

n+1 ]−Δt f i , j
n+1

Equation récurrente pour t=0 afin de prendre en compte les conditions initiales : 
U ⅈ , j

0 =U0 ( xi , y j ) ∀ i , j

U0 , j
n =0 , U I+1 , j

n =0

U i ,0
n =0 , U i ,J +1

n =0

On peut alors calculer cette formule pour i allant de 1 à I et j allant de 1 à J en considérant à l’intérieur
du domaine, avec les conditions choisies préalablement :
On prend comme exemple I=J=3 et n=0 :

Pour i=1 et j=1 :      U 1,1
0 =U1,1

1 (1+4 C2 Δt
Δx2 )−C2 Δt

Δx 2 [U 2,1
1 +U 0,1

1 +U1,2
1 +U1,0

1 ]+ Δt f 1,1
1

⇔ U 1,1
0 =U 1,1

1 (1+4 C2 Δt
Δx2 )−C2 Δt

Δx2 [U2,1
1 +U1,2

1 ]+Δt f 1,1
1

Car  U0 ,1
1 =U1 ,0

1 =0
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Pour i=1 et j=2 :        U 1,2
0 =U1,2

1 (1+4 C2 Δt
Δx2 )−C2 Δt

Δx 2 [U 2,2
1 +U 0,2

1 +U 1,3
1 +U1,1

1 ]+ Δt f 1,2
1

⇔ U 1,2
0 =U 1,2

1 (1+4 C2 Δt
Δx2 )−C2 Δt

Δx2 [U2,2
1 +U1,1

1 ]+Δt f 1,2
1

Car U 0 ,2
1 =U 1 ,3

1 =0

Pour i=2 et j=1 :          U 2,1
0 =U2,1

1 (1+4 C2 Δt
Δx2 )−C2 Δt

Δx2 [U 3,1
1 +U1,1

1 +U2,2
1 +U2,0

1 ]+ Δt f 2,1
1

⇔ U 2,1
0 =U 2,1

1 (1+4 C2 Δt
Δx2 )−C2 Δt

Δx2 [U1,1
1 +U2,2

1 ]+Δt f 2,1
1

Car U 2 ,0
1 =U 3 ,1

1 =0

Pour i=2 et j=2 :          U 2,2
0 =U2,2

1 (1+4 C2 Δt
Δx2 )−C2 Δt

Δx2 [U 3,2
1 +U1,2

1 +U2,3
1 +U2,1

1 ]+ Δt f 2,2
1

⇔ U 2,2
0 =U 2,2

1 (1+4 C2 Δt
Δx2 )−C2 Δt

Δx2 [U1,2
1 +U2,1

1 ]+Δt f 2,2
1

Car (x i , y j , t ₙ).

Ce qui nous donne la matrice suivante :

(
U 1,1

0

U 1,2
0

U 2,1
0

U 2,2
0 )=(

1+4 C2 ∆ t
∆ x2

−C2 ∆ t
∆ x2

−C2 ∆ t
∆ x2 0

−C2 ∆ t
∆ x2 1+4 C2 ∆ t

∆ x2 0 −C2 ∆ t
∆ x2

−C2 ∆ t
∆ x2 0 1+4 C2 ∆ t

∆ x2
−C2 ∆ t

∆ x2

0 −C2 ∆ t
∆ x2

−C2 ∆ t
∆ x2 1+4 C2 ∆ t

∆ x2

)×(
U 1,1

1

U 1,2
1

U 2,1
1

U 2,2
1 )+(

∆ t f 1,1
1

∆ t f 1,2
1

∆ t f 2,1
1

∆ t f 2,2
1 )
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IV. INTERPRÉTATION DES RÉSULTATS

Après  avoir  résolu  analytiquement  et  numériquement  l’équation  de  la  chaleur  en  2D
instationnaire  avec  et  sans  second  membre,  il  est  important  de  comparer  les  solutions  et  de  se
demander si elles sont exactes.

IV.1. Vérification des résultats approchés et exactes

Le groupe a implémenté un programme en pascal avec l’aide de l’enseignant responsable du
projet avec comme objectif : calculer la différence maximale entre la solution exacte et la solution
approchée. Un code en 1D instationnaire nous a été fourni pour cela, nous l’avons modifié pour le
rendre applicable aux résultats obtenus dans ce rapport pour le cas 2D instationnaire. Le code est
disponible en annexes 1 et 2. 

Après lancement du code, nous obtenons les valeurs de températures exactes en chaque point
du maillage avec le tableau u(x,y,t). Plusieurs valeurs à t=0 sont fournies ci dessous. Nous avons par
ailleurs pu vérifier le bon fonctionnement du code puisque en choisissant des conditions limites nulles
sur les bords, chaque valeur de température sur un bord (point 0 ou 3 dans cet exemple) à tout instant
est nécessairement nulle contrairement aux autres valeurs. Les valeurs de températures diminuent au
cours du temps, en accord avec un refroidissement après un pic de chaleur. De plus, après comparaison
des solutions avec le programme maple fourni par l’enseignant, nous avons pu voir que les valeurs
obtenues  coïncident.  Effectivement,  les  valeurs  u(1,1,0)  des  deux  codes  sont  très  proches.
U(1,1,0)≈0,7901234 pour le code en pascal et u(1,1,0)≈0,07907411 pour le code maple (x,y et t y sont
divisés  par  de  point  de  leur  subdivision).  Ainsi,  nous  pouvons  valider  le  fonctionnement  du
programme en pascal. 

Après avoir calculé chaque point du maillage, le code donne la différence maximum entre la
solution approchée et la solution exacte qui est 0,79884001778111113 au point u(2,2,19). La solution
approchée est en réalité le premier terme de la série de la solution exacte, c’est une série tronquée.
Cette faible différence permet finalement de dire qu’utiliser la solution approchée pour des calculs ne
fausse pas les résultats
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Valeurs des températures à t=0 en certains points du 
maillage obtenues avec le code pascal

Valeurs des températures à t=0 en certains points du 
maillage obtenues avec le code maple



IV.2. Comparaison entre les solutions analytiques et les solutions approchées 

Il est désormais possible de comparer les solutions obtenues lors de la résolution analytique à
celles obtenues dans le programme maple. Nous commençons par comparer les solutions sans second
membre.

En observant les deux solutions on remarque que la solution maple est en bien le premier terme de la

série qui a été obtenue en résolution analytique avec m=n=a=b=1, B1,1=
1024

π
 et −λ2=−2 π2  .

Les résultats sont donc cohérents.

Ces deux graphiques de température sont issus de la résolution de l’équation de la chaleur en 2D
instationnaire sans second membre du programme maple. On y remarque bien que la température est
nulle sur les bords, en accord avec les conditions limites. De plus, la source de chaleur est située au
centre du système. On peut voir que plus les points (x,y) sont éloignés du centre du graphique, moins
la température est élevée. Après un cours instant, on obtient le second graphique, où la température est
nulle  en  tout  point.  Cela  semble  cohérent.  D’autant  plus  que  d’après  les  résultats  théoriques,  la
températures devient nulle en tout point lorsque t tend vers l’infini.

Nous comparons maintenant les solutions avec second membre.
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Série tronquée au premier terme sans second membre en maple

Solution analytique sans second membre 



L’égalité  des  deux  solutions  est  moins  flagrante  cette  fois  ci,  mais  en  les  comparant  on

remarque qu’on a toujours les termes  sin(mπ
a

x )sin (nπ
b

y )  dans les deux solutions qui varient

avec m et n pour a=b=1. Les expressions devant chaque terme de la série semblent correspondre à la
solution analytique.
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Série tronquée au quatrième terme avec second membre en maple

Solution analytique avec second membre 



V. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Durant ce  projet,  nous  avons  pu  aborder  le  phénomène  de  conduction  thermique  sous
différentes perspectives. Ce sujet d’étude a pu évoluer au fil des années avec l’aide des rapports de
chaque groupe précédent, si bien que cette année nous avons pu traiter le cas 2D instationnaire qui
n’avait  jusqu’à  lors  pas  été  étudier.  Notre  étude  se  décompose  en  deux  principales  parties,  une
résolution analytique suivie d’une résolution numérique. Les solutions de ces deux résolutions nous
ont  permis  de modéliser  nos  résultats.  Cette  étude nous a  à  la  fois  permi  de mieux visualiser  et
comprendre le phénomène de conduction thermique, notamment avec des animations et modélisations
sur le logiciel maple. Mais également d’approfondir nos connaissances sur la résolution d’équation en
variant certains paramètres comme le terme source ou la dépendance en temps.

Il est important d’ajouter que ce projet a également été bénéfique au niveau personnel. En
effet,  il  nous  a  appris  l’importance  du  travail  d’équipe  et  de  la  communication  pour  le  bon
déroulement d’un projet en fonction des besoins de chacun. Nous avons pu mettre à profit les qualités
de chaque membre du groupe, que ce soit la rigueur, l’organisation ou les compétences informatiques,
physiques et mathématiques. De plus, nous nous sommes rendus compte de l’importance de l’entraide,
la solidarité et la bienveillance au sein d’un groupe afin d’avancer ensemble vers un objectif commun
tout en coordonnant nos parties respectives pour rester cohérents.

Enfin, après avoir apréhendé le cas 2D instationnaire, nous pouvons envisager une perspective
pour  ce  projet.  Des  expériences  concrètes  pourraient  être  menées  afin  de  comparer  nos  résultats
théoriques  à  de  futurs  résultats  pratiques.  Cela  permettrait  par  ailleur  de  visualiser  davantage  le
phénomène de conduction thermique.
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VI. ANNEXES

Annexe 1 : Code pascal calculant la différence entre la solution exacte et approchée (partie 1)
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Annexe 2 : Code pascal calculant la différence entre la solution exacte et approchée (partie 2)
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