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Observation de deux variables

Elévation température moyenne

Statistiques
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Comment expliciter cette relation ?
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Le probleme de la régression linéaire

Les données
n couple d'observations:

> x; € R : la variable explicative

> y; € R : la variable a expliquer, prédire

Le probleme

» Trouver la droite qui représente au mieux la relation linéaire
y=f(x)~ax+b

» Mais les points ne sont pas forcément sur la droite
yi =ax; +b+e;

> Modélise le bruit
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Le Modele Linéaire

Définition : Modele Linéaire

Le modele linéaire pose la relation suivante entre la variable
explicative x et la variable a expliquer y avec les parameétres
inconnus (a, b, )

y=ax +0b+¢e avec a= (a,b) € R?

» Hypotheése : Observations = modeéle + bruit
> ¢~ N(0, 0?)
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Résumé du vocabulaire

VVYVYyVVVYyVYY

Variables explicatives .............. ... ...l reR
Variable a expliquer ....... ... ... L. yeR
Erreur ou bruit ... ... .. €
Parametres scalaires . ........ ... ... a,beR,
Parameétres (forme vectorielle) ...................... a € R?
Modele ............ ... ... . ... y=f(x,a)+¢
Estimation ... ... a*
Prédiction ....... ... .. ... y = f(z,a")
Variables aléatoires .................. € et donc y et donc a*
y =ar+b +¢
——
f(z,a)
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Un exemple : I'étalonnage d'un capteur

Les différentes phases de la régression

Température

Température

La réalité

La meilleure prédiction

Taille du filament

Température

Température

Les données

o
©

L'erreur

o
<

prédiction
— réalité

Taille du filament
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Les moindres carrés pour la régression simple
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Moindres carrés

Fonction objectif

mian(a,b)
avec .
J(a,b) = i — az; —b)°
(a,b) ;(y w )

&1

Interprétation

Ce probléme peut s'interpréter comme la recherche de la droite
d'équation ax + b passant “au mieux” (au sens des moindres
carrés) parmi le nuage des observations (z;,v;),i =1,...,n.
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Le probléme des moindres carrés

Les données dont nous disposons peuvent aussi étre vue comme un
systeme de n équations a 2 4+ n inconnues (a, b et les ;). Ce
systeme s'écrit de la maniere suivante :

( ar1+b+e1 =

ar;+b+e; =y

axnp +b+¢e, =yn

On recherche a et b qui minimisent simultanément tous les ¢;

n

J(a,b) =) (yi —ax; — b)2
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Calcul du gradient

1
arg min J(a, b) avec J(a,b) = 3 Z (az; + b —y;)°

a,b

i=1
Méthode du gradient
» (a*,b*) est solution du probleme
oJ(a*,b%) _0
arg(;lglin J(a,b) < a‘](%i’ b) i

12/33



Dérivées partielles de J(a,b)

d.J(a,b) -

5 = Z(aazi+b—yi)xl

=1

= Z (aac + bx; — yzxz)

TL

—Zaﬂf ‘f’szz Zyzxz

’I’L

—afo—i—bez Zyzxz

Zawz—FZb—Zyl
—ale—i—bn—Zyl
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Calcul de a* et b*

Deux équations linéaires a deux inconnues

aJ(a*,b*) 0 a*Zx?
5, N i=1
oI vy n
i—1

+ b* Zmz = Zyixi(l)
i=1

=1

+b*n => v (2

=1
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Calcul de a* et b*

Calcul de a*
> (1) xn—(2)* >0, 2

n n n n
> @ (it (w)") =n Yo=Yy
=1 =1 =1

» qF =
Zfr - Z

=1

Calcul de b*

Zyz—a sz

b =1

n
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Réécrivons la solution

1 « 1 « 1
SoitT=—> 2, §=—> yietVe=—3 (x;—%)°
n n n
i=1 =1

nzylxz_zyzzxz - yi!Ei—*Zyi*Z%
aF = _ N4 "o "Mia
I, 1 2
Zx B Z o xi_(ﬁzxi)
i=1 i=1 i=1
1 n
*Zyz‘fvi—?f -2 Wiy (xi—7)
_ _ i=1
= - - T
leﬂ 2 5 (%i—T)Q

cov(x y)
Va
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i=1 i=1
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Le théoreme des moindres carrés

Théoreme : Théoreme des moindres carrées

Soit (z;,v;),7 = 1,n un ensemble de couples d'observations.

La solution du probleme de minimisation de la somme des

carrées des erreurs
n
. 2
min E (ax; +b—y;)
a,b “ 1
1=

est donnée par a* et b* définis par :

n

> (i —7) (i —7)
ar = = _CVNY) g T—a' T
CEEE -
T, — T
=1

a* et b* sont les estimateurs au sens des moindres carrés.
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En Résumé

Apprentissage des parameétres

> Dépend de = et y

. — cov(x,y)
Vi

>V =y—a"T

> a

Modele prédictif
» Dépend d'une observation x, et des parameétres a* et b*

» Prédire une nouvelle observation z :
y=f(x)=a"z+ b

» Erreur de prédiction € = y; — ¥;
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Mise en oeuvre

= np.mean(x)
np.mean(y)

=]
™
|

8
<
Il

sxx = np.sum((x—mx)**2)

sxy = (x-mx).T @ (y-my) 28 lez 153

a = sxy/sxx 26

b = my - a*mx 4

yp = a*x+b * ]EO lsl

e =y - yp ' 02 0.4 0.6 0.8
T Yy Yp &
0.1 2.3196 2.0681 0.2514
0.3 2.1000 2.3061 —0.2061
0.7 2.5836 2.7820 —0.1984
0.8 2.7000 2.9010 —0.2010
0.95 3.4335 3.0795 0.3540
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Le poids des observations

Influence des observations dans le calcul de a*

n n
> (@i — ) (i — 9) > (@i —3)ys
a* = i=1 _ =1
iy (@i—2)? Sy (wi—z)°
- ey
—2 Yi
i=1 Z?:l (xl - x)
n n
= 9(xi) yi = Z Wi Yi
i=1 i=1
€T, — T

wW; = —7————— Mmesure le poids de 'observation x; dans
Zi:1(fi—$)

le calcul de a*.
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Remarques

a* et corrélation

=XV — cor(x,y) 2L
s2 SxSz Sy SzSy Sz ' s

Droite de régression

y = a*x+b
= adx+y—a
@-7)+y =L@ -z)+y

53
» La droite de régression passe par le point (Z,%):

f@) =az b= 20V g g
S N—_——

T
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Coefficient de détermination R2

Quelle quantité de la relation est expliquée ?
> Ecart expliqué par le modle : Y7 (7 — 7)?
> Ecart total : Y27 (yi — 7)?
> Ecart résiduel : 30", (v — 7i)?

R2
Le coefficient de détermination R? € {0,1} est le rapport de
I'écart expliqué versus |'écart total

2 > i (Ui — y)?
Sl S/ rrarsE
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Prédiction et erreur de prédiction

Erreurs et variable aléatoire
> Les ¢; suivent une loi normale N(0, 0?)

> o2 = n— 222 1 z - ﬁz:?:l(yi_a*-ﬁi—b*)z

Y. est également une v.a.
>y =a*r+ b +e=y+a"(x—I)+¢
> E(y,) = a*z +b* = § + a*(« — )
> Vi) =o?(1+ 1 + =)
Yz ST (xi—7)2
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Intervalle de prédiction

Théoreme : Intervalle de prédicition

Pour un x donné, il est probable, avec une probabilité 1 — «, que

o B R 1 (x —T)?
Yu {y—Fa(x—x):I:th\/l—Fn—FW}

ou t,, vérifie, relativement a la loi de Student a n — 2 degres
de libertés, P(T < t,) = «.

y=ax+b
Intervalle
de confiance

+ i O Ptsuspect
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Calculer ¢ avec scipy

Nl
|

~
R

-ta
2
t.ppf (alpha/2) \

g=axxr+b
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Conclusion
La régression simple
» observation = modéle + bruit

» modelisation linéaire d'une relation

> certains modeles non linéaires peuvent étre linéarisés
(projection)

» Moindres carrés : facile a calculer

T USED T THINK, THEN I TOOK A | | SOUNDS LIKE THE
CORRELATION MPUED STATISTICS CLASS. CLASS HELPED.
CAUSATION. Now I DON'r VEL, MFNBE

77 15919

» Passer au multi dimensionnel (plusieurs variables explicatives)

La suite

» Valider le modele : diagnostic de la régression 25



Eléments de démonstration de Var(y,)

i=1
= (221(;%)2)2 1% (i_l e (z; — x))

D'ou



Dérivée partielle J(a,b) de par rapport a a

J(a,b) =530, (a; +b—y;)?
= % Dot a%% + bax; — axsy; + bax; + b — by; — yiax; — b

=3 (wnt0- )
=1

Calcul de a*



> (1)*xn— (2) * Y x; (pour supprimer b*)
n(a* 3o af + 03T @) — (00 @) (e Yo @i+ bn) =
n Z?:1 Yily — Z@:l Zg Zzzl Yi
= and 22 +bnd x; —a* (X)) —bnd>
a*(n(X2) — (@) = n Xy — i Yy

= gF = Ny Y= Yi e 217”1
n3r a2 (20 @)

Calcul de b*

Connaissant a*, on reprend (2)

Réécriture de a*



o — MY YiTi — i1 Yi D T N 1
ny i = (2 xi)2 "
Ly i — # D1 Yi D Ti
o A i Tz (Z?:l 551')2
% D i1 Yii — % Dic yil D i1 i
i o= (3 1951)2
_ % doio1 Yiti — YT
% iy xf — @

B cov(x,y)
— 7‘/}

Théoreme de Konig-Huygens



1 oy 2 1 —\2

(szi)—ﬂf :EZ(%’—CB)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A90r"C3%A8me_de_
K%C3%B6nig-Huygens

% 2 Yii = JT = i S (yi —9)(x; — T)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_K%C3%B6nig-Huygens
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_K%C3%B6nig-Huygens

(yi —9)(z

2 (i = 7)(yi — 9)

Zyzl'z Ui — Yyx; + YT

1
= EZyixi—i%Zyi—Q%in‘i‘ﬂj
= %Zyzmz—fg—fﬂ‘*‘@f

— %Zyixi—ig

= (z;, — 2)y;



Y (@i — @)y —9) = > @iy — vl — Tyi + Y
= wiyi =Y @G — Y i+ YT
= Yo = Xy o= D0 S+ 30
D RUEED WD WD DETED I
SDIEVEE DI SR SRS DD
zzzzz
=S S w Y
Zzwz’yz’—f%
=Y (@i -2y
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