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Notations et Acronymes

Notations : — p : Pression
— U : Vitesse
— A : Section d’écoulement
— V' : Volume d’écoulement
— p : Masse Volumique

— m : Masse
— P : Quantité de mouvement
— t : Temps
— F': Force

— Erp : Energie totale

— er: Energie totale massique
— W : Travail

— @ : Transferts thermiques
— T : Température

— e Energie interne

Acronymes : — PFD : Principe Fondamental de la Dynamique
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1 Introduction

Présentation du sujet

La dynamique des fluides sert & expliquer beaucoup de phénomeénes présents tout autour de nous.
C’est un sujet vaste, décrit par une grande quantité d’équations. Celles que nous avons étudiées no-
tamment sont les équations d’Euler ou équation de la dynamique des gaz.

Les équations d’Euler sont une simplification des équations de Navier-Stokes. Les équations de
Navier-Stokes sont des équations aux dérivées partielles non linéaires permettant de décrire la maniere
dont se comportent les fluides Newtoniens. La résolution de celles-ci est extrémement complexe et
I’existence de leurs solutions n’est pas prouvée. Elles doivent leurs noms aux mathématiciens Henri
Navier et Georges Gabriel Stokes qui les ont élaborées entre 1822 et 1845. Cependant, un grand nombre
de scientifiques ont travaillé a ’avancement de ce sujet depuis maintenant 2 siecles. La résolution ma-
thématique rigoureuse de ces équations constitue un des problémes du prix du millénaire.

Les équations d’Euler découlent des équations de Navier-Stokes appliquées & un fluide (gaz ou li-
quide) sans échanges de chaleur avec 'extérieur et avec une viscosité nulle (pas de perte de quantité
de mouvement par frottement).

Les équations d’Euler sont utilisées des que les conditions réelles peuvent étre approximées aux
conditions d’utilisations de celles-ci. De plus, la relation de Bernoulli représente un cas particulier des
équations d’Euler. Néanmoins, méme si simplifiées, les équations d’Euler ne possedent que treés rare-
ment des solutions analytiques, trouver une méthode de résolution numérique de celles-ci devient alors
trés intéressant.

Objectifs du projet

Dans ce projet, nous nous sommes donc attachés a produire un programme utilisant le langage
GFortran capable de résoudre ces équations de maniére numérique dans un espace a une dimension.
Pour ce faire, nous avons étudié différentes méthodes numériques de résolution d’équations différen-
tielles utilisant différents outils mathématiques, avant de choisir la plus efficace pour notre code.

STPI/P6/2023 - 027
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2 Meéthodologie, organisation du travail

Les premiéres séances étaient dédiées a la découverte et a I’étude des phénomenes physiques concer-
nés par les équations d’Euler de la dynamique des gaz et les techniques utilisées pour les résoudre.
Durant les séances suivantes, nous avons appris a utiliser le langage de programmation GFortran, afin
de créer un code permettant de calculer les points flux et solutions des équations étudiées. Etant donné
la nature tres physique de I'aspect programmation, la majorité du groupe était concentrée sur le code,
tandis qu’'une personne se chargeait d’étudier la bibliographie sur le sujet. Les derniéres séances du
projet ont été utilisées pour vérifier le bon fonctionnement du programme et préparer les rendus de fin
de projet tous ensemble (cf Figure 1).

Etude des principes
physiques et
introduction au sujet

Groupe entier

Apprentissage du
langage GFortran

Début de la création du
programme

Groupe entier

Finde Ia

programmation

et derniers correctifs
ajoutés au code

Bibliographie et
recherches
dans la littérature

Début rédaction du
rapport

Archibald
Mathis Yassine

Archibald

Fin rédaction du
rapport
Création de I'affiche

FIGURE 1 — Diagramme de Répartition du Travail
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3 Travail réalisé et résultats

3.1 Fondements théoriques

3.1.1 Lois fondamentales de la dynamique de gaz

Afin d’analyser et d’établir les principes physiques appliqués a la résolution de 1’équation de la
dynamique des gaz, il faut étudier les trois principes fondamentaux de la physique au coeur du projet.
Ces principes sont les suivants : principe de la conservation de la masse, principe de la conservation de
la quantité de mouvement (deuxiéme principe de Newton) et principe de la conservation de 1’énergie
(premier principe de la thermodynamique). Le fluide étudié ici est considéré parfait (non visqueux) et
en écoulement adiabatique. Etudions chacun de ces principes.

3.1.1.1 Principe de la conservation de la masse

Considérons une partie infinitésimale d’un écoulement de fluide suivant une direction selon l’axe
des z (cf Figure 2).

dA

U(x) U(x+dx)

|
X x+dx

FIGURE 2 — Schéma d’un écoulement infinitésimal selon 'axe des x.

On a, dans la section considérée, une masse dm = pdV, avec dV = dAdz. Ainsi, on introduit
b) b) ) b
I’équation de I'invariance de la masse :

D(dm)  Dp D(dV)
e~ ot TP
Avec D(gzn) la dérivée particulaire de dm, définie comme tel, pour une variable X :

D(X) _0Xdr  OXdy  9Xd=  0X
Dt  Oxdt Oy dt 0z dt Ot
Ici seulement selon x et on a donc ili—”t” =U.
Considérant le fait que la vitesse U(x) des surfaces dA de chaque coté de I’écoulement (en x et
x + dz) peuvent varier, on a :

D(dV)
Dt

= [UdAlyas — [UdA], = %dx

STPI/P6/2023 - 027
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Le volume peut donc changer si les deux surfaces délimitantes ne vont pas a la méme vitesse.

. . 12 . . D(d
On reprend I'équation en considérant I'invariance de la masse (avec (D;n) =0):

8—U dAdz =0
or ~—~~
av

Dp
“Lav
D TP

En simplifiant, on obtient enfin I’équation de la conservation de la masse :

dp  0(pU)
o T T on

~0 (1)

3.1.1.2 Principe de la conservation de la quantité de mouvement

Considérons le méme systéme que précédemment (voir Figure 2). On va introduire la notion de
quantité de mouvement P = Udm = pUdV'.

On applique le Principe Fondamental de la Dynamique :

D(dP)
Vil szF

On fait I'hypothese que le systeme parallélépipédique considéré ici n’est soumis qu’aux forces de
pression F), = pdA, exercées & droite et & gauche du systéme (en = + dz et = respectivement). On a
donc :

d(pdA)

ZdF = [pdA], — [pdA]ptds = —ade

De plus :

D(dP) DUdm) __ D(dm) DU

bt~ ot UTpr Ty

Or il y a conservation de la masse donc D(g;n) = 0, ainsi, si on rassemble les deux expressions, on
obtient :
DU d(pdA)
dm——- = — d
" Di ar "

En développant cette expression, on obtient 1’équation de la conservation de la quantité de mouve-
ment :

a(pU) 9(pU?)  dp _
o T ox or

0 (2)

3.1.1.3 Principe de la conservation de I’énergie

On considére le méme systéme que précédemment (voir Figure 2). D’apres le premier principe de
la thermodynamique, on a I’équation suivante :

DEr
Dt

On considére un écoulement adiabatique donc Q = 0

=Q+W

L’énergie totale a pour expression :
Er = perdV
Avec e = ¢; +3U?
~—

CyT
On a donc d’une part :

STPI/P6/2023 - 027
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DET o D(perV) D(eT)

Dt ot "o W
D’autre part :
. D(pdAdz) Dz
Dt Dt p\,—/

dF

En rassemblant les deux parties de I’équation, on obtient :
D(er) a(pU)
d = +dA — etdedA = — dAd
paV =51 = [pU],dA — [pUL 14 P dda

En développant et simplifiant, on obtient I’équation de la conservation de 1’énergie :

d(per) n O(U(per +p))
ot ox

=0 (3)

3.1.2 Bilan des équations

Considérons les équations ici. On a 4 inconnues : p, U, p et x, pour 3 équations. Le gaz étant idéal,
on a p = phT. On a, de plus :

R 1 P

1
T+-U?= T+ -U?
p 2

1
=T+ =U? = —— _r
er = cr +2 -] 5 -1

On obtient donc le bilan suivant, les équations d’Euler :

dp  O(pU) _
o or O o
o(pU)  O(pU* +p)
o 4 pe =0 (2)
d(per)  OU(per +p))
o + p =0 (3)

Pour simplifier I’écriture pour la suite et faciliter la résolution numérique, on utilise la notation
vectorielle. On a :

= p B pU
Q= | pU et F = pU? +p
per pU(per + p)
Le bilan devient donc :
9@  OF 5
ot or

3.1.3 Outils mathématiques utilisés

Le but de cette partie du rapport est de vous présenter quelques outils mathématiques dont nous
aurons besoin pour la résolution de notre probléeme. En effet, il est crucial de les connaitre et de les
comprendre pour pouvoir appréhender la maniére dont nous avons procédé afin de résoudre notre
probléme ainsi que la structure de notre code. Nous commencerons donc par vous présenter notre
utilisation des matrices jacobienne, puis le role qu’a la quadrature de Gauss dans notre méthode de
résolution et enfin, nous présenterons le fonctionnement de la méthode de 'interpolation de Lagrange.

STPI/P6/2023 - 027
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3.1.3.1 Matrices Jacobiennes

En analyse vectorielle, on définit une matrice jacobienne comme la matrice des dérivées partielles
du premier ordre d’une fonction vectorielle données. Dans notre cas, nous les utilisons dans un but
bien précis. Les matrices jacobiennes nous servent a passer de I’espace physique a 1’espace numérique.
Pour ce faire, nous multiplions nos valeurs physiques par I'inverse de la Jacobienne en ce point-la.

3.1.3.2 Quadrature de Gauss

En analyse numérique, les quadratures sont des méthodes permettant d’approximer la valeur nu-
mérique d’une intégrale. La méthode de la quadrature de Gauss est une méthode de quadrature exacte
d’un polynéme de degré 2n — 1.

Néanmoins, nous ne présenterons pas ici son fonctionnement, nous I’évoquons uniquement car pour
résoudre notre probleme nous nous basons sur les points de la quadrature de Gauss pour définir la
matrice que nous utiliserons ensuite dans 'interpolation de Lagrange. En effet, procéder ainsi nous
permet d’obtenir plus de stabilité dans les résultats.

3.1.3.3 Interpolation de Lagrange

L’interpolation numérique est une opération mathématique permettant de remplacer une fonction
ou une courbe par une autre plus simple coincidant avec la premiere en nombre défini de points. L’in-
terpolation de Lagrange est une méthode d’interpolation polynomiale, c’est-a-dire que ’on cherche a
remplacer notre fonction par un unique polynéme d’un degré aussi grand que nécessaire. Les interpo-
lations polynomiales sont souvent utilisées dans le cas de fonctions continues car il est facile de dériver
et d’intégrer des polynomes, de plus on obtient alors un autre polynéme, ce qui les rend pratiques pour
simplifier un probléeme. Dans le cas de notre probleme, nous utilisons une interpolation de Lagrange
plutét que les polynomes de Taylor car ces derniers sont faits de sorte & étre le plus précis possible
sur un seul point. A cause de cela, on pourrait perdre de la précision au fur et & mesure que 'on
s’éloigne du dit point. On va donc lui préférer 'interpolation de Lagrange ou 1’on établit au préalable
un maillage constitué de plusieurs points par lequel notre polynéme devra passer. Ainsi, nous obtien-
drons une meilleure précision sur notre ensemble de valeurs.

La formule de l'interpolation de Lagrange est en réalité assez simple, en effet, on peut 'écrire

facilement :
n n

f(x)zZli(a:)f(mi) avec li(x) = H M

i=1 k=1 i#k (5 — xx)

On peut voir ici que les I;(x) seront toujours égaux a 1 pour & = x; et 0 sinon. De ce fait, chaque
produit /;(z) f(z;) prendra la valeur de f(x;) au point z;. Ainsi la fonction f(x) étant la somme de
tous ces produits sera le seul polynéme de degré n passant par tous les n 4+ 1 points z; définis.

3.1.4 Méthodes numériques pour résoudre les équations différentielles

Dans cette partie du rapport, nous nous concentrerons sur les méthodes numériques pour résoudre
les équations différentielles qui régissent la dynamique des gaz. Comme nous ’avons vu dans la section
précédente, les lois fondamentales de la dynamique des gaz sont décrites par des équations différen-
tielles complexes. La résolution analytique de ces équations n’est souvent pas possible, en particulier
pour des problemes réalistes et des conditions aux limites complexes. Par conséquent, il est essentiel
de recourir & des méthodes numériques pour obtenir des solutions approchées.

Nous commencerons par présenter brievement deux méthodes numériques couramment utilisées
pour résoudre les équations différentielles : la méthode des différences finies et la méthode des volumes
finis. Ensuite, nous nous concentrerons sur la méthode des éléments finis discontinus, qui sera la
méthode principale sur laquelle nous travaillerons tout au long de la suite du rapport.

STPI/P6/2023 - 027
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3.1.4.1 Méthode des différences finies

En général, la méthode des différences finies consiste a discréditer I'espace et le temps en un maillage
régulier, et a approximer les dérivées spatiales et temporelles par des différences finies.

Afin d’appliquer cette méthode pour 1’équation d’Euler, nous pouvons commencer par définir le
probleme continue, que I'on doit résoudre.

On a la fonction :

Cette fonction correspond a la loi de conservation scalaire en dimension 1 avec u la variable d’état
inconnue et f(u) le flux de u avec les conditions limites suivantes & prendre en compte :

_ou(a,t) | 9f(w)

u(:z:,t)|t:O: uo(x), z € Q

u(gc,t)‘ze(,m: up(t),t e RT

On se place sur le segment que I'on discrétise a I’aide de la grille définie par ses sommets x; = kh avec
k € [[1, K]] et h le pas de la grille, introduisant ainsi un maillage de K points tel que 1 < 23 < ... < zk.

o/——v\< un(z, 1)

(5t
T Tp—1 Tk Tr+1 / TK
% ______ + i 't + + ______ +

hi—1 I
FIGURE 3 — Illustration de la méthode des différences finies

La méthode des différences finies suppose que la solution u(x, t) peut étre approximée par des
polynémes locaux 1D, dont les coefficients (a; et b;) sont déterminés en imposant que les fonctions
approximatives interpolent les points de grille :

2 2

x € [zt Tpga] s up(x,t) = Zai(t)(x —a)" , falx,t) = Z bi(t)(x — z)"

i=0 =0

Ainsi, pour obtenir une approximation de la solution du probléme continu, il est nécessaire d’utiliser
le résidu qui est défini comme la différence entre les termes temporels, spatiaux et les sources de
I’équation de conservation. Le résidu est donné par :

Ry (z,t) = % + %— (x,t)

Si la solution approximative était exacte, le résidu serait nul partout. Ainsi, pour formuler de maniére
discrete le probléeme, nous imposons que le résidu soit nul en chaque point de grille, c’est-a- dire lorsque
r = Tk-

. I} 9
On obtient donc :  Ry(z,t) = “’b(f’“) + f%(;’“)—g(mk,t) =0 powrk=1,.,K

Maintenant, on procede a discrétiser les dérivées partielles %i; en r = xp a laide de différences
finies centrées, ce qui conduit & une expression en termes de fi1(t) et fr—1(¢), les évaluations du flux
numérique aux points voisins :

9fn —b _ frn(@rgr,t) = fr(ze—1,t)
Oz - = hi+hi—1
T=x]

si hk = hk—l

STPI/P6/2023 - 027
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On obtient enfin notre expression finale telle que :

 dug(t) N Srer1(t) = fe—1(2)
o dt hi + hi—1

g(xlﬁt)

En résumé, la méthode des différences finies approxime la solution en utilisant des polynémes locaux
1D et impose que le résidu soit nul en chaque point de grille. Cela conduit & un ensemble d’équations
aux différences finies qui décrivent ’évolution de la solution dans le domaine unidimensionnel 2.

3.1.4.2 Méthode des volumes finis

Comparée a la méthode des différences finies, qui approxime les dérivées a ’aide de valeurs nodales,
la méthode de volume fini évalue les expressions exactes de la valeur moyenne de la solution sur un
certain volume et utilise ces données pour construire des approximations de la solution dans les cellules.

Pour commencer, comme dans la méthode des éléments finis, un maillage est construit, qui consiste
en une partition du domaine ou vit la variable d’espace.

En utilisant la méme fonction précédente, ainsi que les conditions au limites, on a :

(4)

g(z,1) :au(x’t)+af(u) a {u( u(@, t)],_y= uo(@),z € Q

ot Ox 2,1)] o= un(t),t € RF

Si nous supposons que 1’équation (4) représente un milieu en écoulement de surface constante, nous
pouvons subdiviser le domaine spatial, x, en volumes finis ou en cellules avec des centres de cellule
indexés par k. Ainsi, pour une cellule donnée, k, nous pouvons définir la valeur moyenne en volume de
ug (t) = up, (x,t) au temps ¢ , tel que € Dy, par :

1
uy (t) = T /D up (z,t) de, avec hy = Tppl — Tp_1
k
I 1
, . oy ; Uk (t) = - / up(z,t)dx
oy 2 e 1 ! 'k J Dy
s i — e
: ; I u(x,t)
Tr—3/2 Tr—-1/2 Tr41/2 Tr43/2 »//

N LTke1 o Sk Tk —
P2 I S SR W T G T T ST, P
' ' s iy Y b org

Dy Dy, Dry

FIGURE 4 — Illustration de la méthode des volumes finis

Comme pour la méthode précédente, on utilise le résidu. Or l'objectif de la méthode des volumes
finis est de trouver une solution approximée qui satisfasse certaines propriétés. Pour cela, on impose que
I’intégrale du résidu sur chaque cellule soit nulle. Cela garantit la conservation de la quantité physique
représentée par I’équation aux dérivées partielles. En d’autres termes, on a ’équation suivante :

Rp(x,t)de =0
Dy,

ou 0 du;
o [5G+ gttt )

Tyl

" —gi(t)hy =0 pour k=1,..,K

ZDk7

N

Ainsi en appliquant le théoréme de la divergence on a : fr 1 = f(up1) avec w1 = L(ag +
Ug4+1) ce qui donne :

_ diiy, fk+§7fk7%
gr(t) = T P

STPI/P6/2023 - 027
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En résumé, la méthode des volumes finis subdivise le domaine en cellules, approxime la solution
par des valeurs constantes par morceaux a l'intérieur de chaque cellule, définit le résidu dans chaque
cellule, impose 'intégrale nulle du résidu sur chaque cellule pour assurer la conservation.

3.1.4.3 Meéthode des éléments finis discontinus

La méthode des éléments finis discontinus est basée sur la discrétisation de ’espace en éléments
finis, mais contrairement a la méthode des éléments finis classique, elle permet des discontinuités dans
la solution. La méthode des éléments finis discontinus utilise des fonctions de base discontinues pour
représenter la solution dans chaque élément fini. Ces fonctions de base sont définies localement dans
chaque élément fini et sont généralement polynomiales. Les fonctions de base sont choisies de maniere
a satisfaire les conditions de continuité aux interfaces entre les éléments finis.

Ainsi, Comme précédemment, nous combinons la structure cellulaire (élémentaire) des volumes
finis pour obtenir une flexibilité géométrique, avec la représentation polynomiale de la solution des
différences finies pour obtenir une approximation d’ordre élevé :

A Tintérieur de chaque élément, la solution est développée en utilisant une base locale de fonctions de
base ¥k;(z). La solution approximative dans I’élément k & l'instant t est représentée comme suit :

ull(x,t) = Z (a;(t)Yki(z)) pour = € Dy

Dans cette expression, a;(t) est le coefficient associé au nceud i de ’élément k, et 1k;(x) est la fonction
de base locale associée a ce nceud.

Dy Dy D;H

FIGURE 5 — Illustration de la méthode des éléments finis discontinus

Par ailleurs, une caractéristique clé de la méthode des éléments finis discontinus est la possibilité de
discontinuité de la solution aux interfaces entre les éléments. Cela signifie que la solution peut varier
brusquement d’un élément a un autre. Cette discontinuité est prise en compte et peut étre différente
d’un c6té a l'autre de U'interface.

UZ(xk-H t) # UZ(xk—a t)

ol zy4 est le point a l'interface sur le c6té positif de I’élément k, et x;_ est le point a 'interface sur
le coté négatif de 1’élément k.

Comme précédemment, on utilise 'orthogonalité du résidu, défini localement dans chaque élément k
comme suit :
_ Oup  Ofp

RZ(I‘,t)— ot +%7g(l‘,t)

Pour obtenir une formulation discréte du probléme, le résidu RZ(m7 t) doit étre orthogonal & toutes
les fonctions de test qﬁé‘”‘(m) dans un espace Vj,. Cela est formulé mathématiquement comme suit :

RZ(x,t)d)?(a:) dx =0 pour tout k et j
Dy,

Cette condition d’orthogonalité garantit que le résidu est "annulé" lorsqu’il est projeté sur les fonctions
de test ¢f(x) a l'intérieur de chaque élément.
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Or, aux interfaces entre les éléments, un flux numérique spécifique * est utilisé pour assurer la
stabilité dans les problemes dominés par les ondes. L’équation d’orthogonalité du résidu peut étre
réécrite en tenant compte de ce flux numérique :

Ttihwyde— [y da -

Dy, ot Dy, Dy,

Th41

g(%t)d)?(x) dx = — [f*qbf(x)] pour tout k et j

Tk

Cette équation établit la connexion entre les éléments adjacents, ot — f[m% ep] f*or;(x) dx repré-
sente le flux numérique a 'interface entre les éléments k et k + 1. Ce terme permet de transmettre
I'information entre les éléments voisins de maniére cohérente.

En résumé, la méthode des éléments finis discontinus combine I’expansion polynomiale de la so-
lution approximative, la possibilité de discontinuité de la solution aux interfaces, la formulation du
résidu localement dans chaque élément, 1'orthogonalité du résidu par rapport aux fonctions de test,
et I'utilisation d’un flux numérique spécifique aux interfaces pour assurer la stabilité. Ces aspects ma-
thématiques sont essentiels pour la formulation et la résolution des problémes avec la méthode des
éléments finis discontinus.

3.2 Mise en ceuvre des méthodes numériques

Le code est constitué d’'un fichier principal nommé main et de 7 subroutines qui seront détaillés
ci-dessous : (voir code entier en annexe 4)

— Jacobian : Permet de créer un vecteur qui transforme une discrétisation quelconque (espace
physique) sur le domaine [ 0;1 ] (espace numérique). En une dimension 1 cela consiste a diviser
chaque élément par sa taille. Le vecteur ainsi obtenu permet de passer de la solution physique a
la solution numérique et 'inverse de chaque élément le constituant permet de passer de I’espace
numérique a l’espace physique.

— GetXsXf : Cette fonction obtient les coordonnées des points solutions et points flux codé en dur
en fonction de 'ordre de simulation voulu. Ceci ont été trouvés grace a la quadrature de Gauss.

— GetLmatMmat : Est appelée pour créer deux matrices Lmat permet de réaliser l'interpolation
de Lagrange et Mmat qui elle fait la dérivée du polynéme de Lagrange. Pour le calcul de Lmat
deux boucles do sont nécessaires dans lequel on retranscrit le calcul détaillé dans la partie
“Interpolation de Lagrange :” Le calcul de Mmat se fait avec trois boucles do qui réalise le calcul
du résidu détaillé dans la partie 3.1.4.3. Les valeurs de Xs et Xf sont déja connues grace a
GetXsXf déja présenté.

— FluxIntérieur : Elle calcule en appliquant directement ’expression du Flux a la solution
numérique sur chaque point flux.

— FluxInterface : Permet le calcul du flux aux interfaces entre les éléments grace a la méthode du
Roe Solver, cette subroutine contient également une autre subroutine entropyFix qui permet
de corriger certaines erreurs de stabilité au niveau des interfaces, notamment lorsque des chocs
se propagent.

— Compresid : Cette subroutine calcule le flux résiduel j—i qui sera ensuite additionné a chaque
itération de Rk3. Pour ce faire il y a plusieurs étapes :

1. On multiplie (produit matriciel) la solution physique par la Lmat pour faire une interpolation
et obtenir la solution aux points flux.

2. On utilise la solution aux points flux pour faire le calcul des flux grace a FluxIntérieur et
FluxInterface.

3. On rassemble les différentes composantes du flux dans un seul tableau.

4. On calcule enfin la résiduel en multipliant (produit matriciel) le tableau rassemblant les flux
par la Mmat.

— Rk3: Fonction permettant de faire I'itération dans le temps. Il s’agit d’appliquer la méthode créée
par GOTTLIEB S. et SHU C. Dans la boucle do, on fera appel a Compresid pour récupérer
la résiduel, puis on calcule le pas de temps en fonction de la vitesse, la vitesse du son et la
taille du domaine. Grace a ces deux informations, on peut calculer la solution numérique aux
points solution que l’on transformera en solution physique juste apres grace a I'inverse de La
Jacobienne. Cette opération est répétée 3 fois suivant le modeéle runge kutta 3. A la fin, on
obtient en sortie la solution a I'instant T+1.
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— Main : Il s’agit du programme principal, on commence par déclarer les variables globales. Puis

par allouer les différents tableau puis on calcule la taille du domaine (ligne 49) et on crée ’espace
physique dans le vecteur “X”, on fait appel au fonctions Jacobian, getXsXf et GetLmatMmat
pour obtenir respectivement la jacobienne et son inverse (Jac et InvJ), les coordonnées des
points solutions et points flux, la Lmat et Mmat. On initialise ensuite les différents cas test en
donnant a chaque élément une valeur précise suivant le cas que ’on veut réaliser.
On crée ensuite le tableau de la solution physique, puis la solution numérique en le multipliant
par la jacobienne (Jac). On commence ensuite les itérations avec une boucle do while, la premiére
ligne consiste & vérifier que check = 0 pour éviter une boucle infini (le nombre d’itération
maximale étant définis et si dépasser alors check = 1), ensuite une autre boucle intervient
pour enregistrer dans des fichier les résultats obtenus a certaines itérations. enfin, on fait appel
a rk3 pour le calcul de la solution a 'instant i+1 autant de fois que nécessaire suivant le pas de
temps, la simulation s’arréte lorsque t = 0.2s.

3.3 Applications pratiques et résultats

Appliquons maintenant les méthodes numériques a des cas particuliers, possédant chacun des condi-
tions initiales différentes. Toutes les variables sont mises en rapport a une variable de référence, donc
elles sont sans unité. Le domaine est alors le méme et sera de longueur 1 et la durée de simulation est
de 0.2.

3.3.1 Sod Shock Tube

Le premier cas-test est celui du tube a choc, un instrument utilisé pour reproduire et concentrer les
ondes de détonation afin de simuler des explosions et leurs effets, il permet aussi d’étudier des phéno-
menes aérodynamiques difficiles a obtenir en soufflerie. Pour produire ’onde de choc on partage le tube
en une ou plusieurs cellules séparées par une fine membrane, la masse volumique et la pression sont dif-
férentes dans chacune d’entre elles. A t = 0 on brise les frontiéres ce qui cause une propagation de choc
et c’est ce que nous allons simuler. Notre modele contient deux cellules de taille identique, les conditions
initiale sont : X € [0;0.5], P=1,U=0,p=1. Etonapour X € [0.5;1], P=0.1,U =0, p=0.125

Au bout de 0.2s, on obtient ’état suivant : (voir Figures 6, 7)

08t 09

0e

07|

06

Vitesse

04

Pression

03|

02|

0.1

L] 0.1 0.2 °3 0.4 0.5 0.6 0z 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 07 [ 2] 0.9 1

FIGURE 6 — Diagrammes d’évolution spatiale de la Pression et de la Vitesse
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FIGURE 7 — Diagramme d’évolution spatiale de la masse volumique p Sod Shock Tube
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3.3.2 Advection pure d’un profil de masse volumique

Le second cas est une advection pure d’une vitesse et d’une pression constantes et d’une masse
volumique sinusoidale. L’installation est semblable a un tor de grande taille, les conditions aux extré-
mités gauche et droite sont identiques. Les conditions initiales sont les suivantes : X € [0;1], P = 1,
U=1, p=1+0.2sin(27x).

Dans ce cas, la masse volumique se distribue suivant une onde sinusoidale qui se déplace dans
I’espace a la vitesse u, la pression et la vitesse sont constantes dans le temps et I'espace. On obtient
donc les résultats suivants a tg = 0 et & ¢ty = 0.2 : (voir Figures 8,9)

Masse Volumigue a t0
Masse Volumiquea tf

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 08 1

FIGURE 8 — Diagrammes d’évolution spatiale de la masse volumique p & ty et a ¢ty pour Advection
pure d’un profil de masse volumique

Vitesse
Pression

[] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 [] 0.2 0.4 0.6 08 1

FIGURE 9 — Diagrammes d’évolution spatiale de la Vitesse et de la Pression

A noter ici que la pression et la vitesse ne varient pas selon ¢ pour ce deuxiéme cas-test.

3.3.3 Tube de Shu-Osher

Pour ce troisieme cas-test, on modélise le déplacement d’une onde de choc dans un écoulement
non visqueux avec fluctuation de la masse volumique. Les conditions initiales sont comme suit : Pour
X €[0;0.1], P =10.33333, U = 2.629369, p = 3.857143.

Et pour X € [0.1;1], P=1,U =0, p = 140.2sin (50(z — 0.5)). On obtient donc les résultats suivants :
(voir Figures 10, 11)
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FIGURE 10 — Diagrammes d’évolution spatiale de la masse volumique p et de la vitesse pour le cas-test
Tube de Shu-Osher

Pression

FIGURE 11 — Diagramme d’évolution spatiale de la pression cas-test Tube de Shu-Osher

3.3.4 Comparaison avec et sans entropyfix

Nous avons réalisé la simulation sur le tube a choc simple cette fois en désactivant la subroutine
entropyFix, pour faire apparaitre son role on remarque que globalement le résultat est le méme sauf
au niveau du choc ou une instabilité numérique se crée. La subroutine entropyFix permet donc de
résoudre ce probléme et de rendre le résultat plus cohérent. (voir Figure 12)

1 — v r . r

without entropy fxx -

without entropy fix with entropy fix

\ with entropy fi ™

\ 0435

043}

Masse Volumique

0.425 |-

Masse Volumique

0.415
0.1 " L i i

048 0.485 0.49 0.495

FIGURE 12 — Comparaison diagrammes d’évolution spatiale de la masse volumique avec/sans
entropyFix, section [0.475;0.5] zoomée & droite
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3.3.5 Comparaison Shu-Osher a une référence

Cette fois, on compare le résultat obtenu avec notre code avec Nelem = 10000 a 'ordre 1 avec les
résultats fourni par le code de 'encadrant avec Nelem = 2000 & I'ordre 5. Les deux codes nécessitent

une puissance de calcul similaire. Les résultats sont dans la figure 13 :

48 smulation shy-oshes 4.15 ——
référence smulstion shu-osher
référance

Masse Volumique
Masse Volumique

18

08 055 0.56 057 0.58 058

FIGURE 13 — Comparaison diagrammes d’évolution spatiale de la masse volumique avec la référence,
section [0.55;0.6] zoomée a droite

On voit une différence notable dans la zone de turbulence due & la dissipation numérique présente
dans notre code. On voit aussi que dans la simulation d’ordre plus élevé cette dissipation a beaucoup
moins d’impact, en revanche des oscillations apparaissent tout le long de la courbe.

Il existe néanmoins des méthodes pour éliminer les oscillations[6], il est ainsi possible d’obtenir un
résultat beaucoup plus beau tout en évitant le risque de créer certaines instabilités fatale. (Voir figure

14)

48
srulition shu-eshar
rdfdrance

Masse Volumique

FIGURE 14 — Comparaison diagrammes d’évolution spatiale de la masse volumique avec la référence,

apres correction
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4 Conclusion et perspectives

En utilisant des principes de base de la physique et de la dynamique des fluides, ainsi que des
méthodes de résolution numérique, nous avons réussi a atteindre 1’objectif que 'on s’était fixé, soit
simuler la dynamique d’un gaz en une dimension, comme nous ’avons montré dans 1’étude de différents
cas-test. Notre code est une base qui peut étre développée d’avantage pour avoir de réelles applications.
D’abord, il pourrait étre étendu aux trois dimensions de ’espace. L’ajout d’'un facteur qui prendrait
en compte une section variable permettrait de simuler le comportement d’un gaz traversant une tuyere
par exemple. Notre programme, couplé avec celui réalisé par le groupe sur la diffusion de la chaleur
(groupe de projet 28), permettrait de modéliser les équations de Navier-Stokes en ajoutant le facteur
de dissipation thermique & notre code. Ainsi ce que nous avons réussi a accomplir au travers de ce
projet constitue le premier bloc sur lequel se construisent des simulations beaucoup plus complexes.
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Annexes

Code

— main :

module globals
implicit none

integer :: N =1 !nombre de points solutions
integer :: Nelem = 1000 !Nombres d’element dans le domaine(doit etre pair)
integer :: Niter = 999999 !nombre d’iterations
integer :: test = 2 !selection du cas test
' 1 : tube a choc

! 2 : tube torique de grande taille
! 3 : tube a choc de Shu—Osher

double precision :: domaine = 1.0d0 !taille du domaine

double precision :: t_final = 2.0d0 ! duree de la simulation

double precision :: cft = 0.8d0 !condition de stabilite (courant—Friedrich—Lewy)
double precision :: gamma = 1.4d0 !constante gaz monoatomique

double precision :: time = 0.0d0 ! temps initial

double precision :: h ! taille d’un element

double precision :: dt ! pas temporelle

double precision, parameter :: pi = dacos(—1.D0)

double precision ,allocatable :: X(:) ! discretisation du domaine

double precision ,allocatable :: Xs(:) ! valeurs quadrature de Gauss

double precision ,allocatable :: Xf(:) ! valeurs quadrature de Gauss

double precision ,allocatable :: Jac(:) ! la jacobienne

double precision ,allocatable :: invJ(:) ! 1’inverse de la jacobienne
double precision ,allocatable :: Mmat(:,:) ! interpolation de Lagrange !!!!!
double precision ,allocatable :: Lmat(:,:) ! interpolation de Lagrange !!!!!

end module globals

program main
use globals

implicit none

integer :: i,j,check,is,ic

double precision, allocatable :: Us(:,:,:)! 3 equations; N solution par elem;
Nelem / solution physique

double precision, allocatable :: Un(:,:,:)! 3 equations; N solution par elem;
Nelem / solution numerique

double precision, allocatable :: P(:,:),U(:,:),Ro(:,:)! element; Nbr iterations

double precision :: Pt,Ut

write (x,*) '—— START ————~

lallocation
allocate (X(Nelem) ,Xs(N) ,Xf(N+1),Jac(Nelem) ,invJ (Nelem) ,Mmat(N,N+1) ,Lmat (N+1,N)

&
Us(3,N,Nelem) ,Un(3,N,Nelem) ,Ro(N, Nelem) ,P(N,Nelem) ,U(N, Nelem ) )
Imaillage
h = Domaine/real (Nelem) ! calcul du domaine

do ic=1,Nelem
X(ic) = real(ic — 1) * h ! creation du maillage
end do
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call jacobian

call getXsXf

call get_lmat_Mmat
linitialisation

' 1 : tube a choc
if (test.eq.1) then
do j=1,N

do i=1,(Nelem/2)
P(j,i) = 1.0d0
U(j,i) = 0.0d0
Ro(j,i) = 1.0d0

P(j,Nelem+1—i) = 0.10d0
U(j ,Nelem+1—i) = 0.0d0
Ro(j ,Nelem+1—i) = 0.125d0

end do
end do
end if
! 2 : tube torique de grande taille
if (test .eq. 2) then
do j=1,N

do i=1,(Nelem)
P(j,i) = 1.0d0
U(j,i) = 1.0d0
Ro(j,i) = 1.0d0 + 0.2d0*sin (2xpi * x(i))
end do
end do
end if

' 3 : tube a choc de Shu—Osher
if (test.eq.3) then

do j=1,N
do i=1,(Nelem/10)
P(j,i) = 10.333333d0
U(j,i) = 2.6293694d0
Ro(j,i) = 3.857143d0
end do

do i=(Nelem/10)+1,(Nelem)
P(j,i) = 1.0d0
U(j,i) = 0.0d0
Ro(j,i) = 1.0d0 4+ 0.2d0 * sin(50%( x(i) — 0.5d0))
end do
end do
end if

lcreation du vecteur solution

Us(1l,:,:) = Ro(:,:)

Us(2,:,:) = Ro(:,:)*U(:,:)

Us(3,:,:) =P(:,:)/(gamma—1.0d0) + 0.5d0 * Ro(:,:) = U(:,:)*x*2

Inumerisation
do i=1,Nelem

Un(:,:,i) = Jac(i)*Us(:,:,1)
end do

lintegration en temps
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i=1
check = 0
do while (check.eq.0)
if (time.ge.t_ final .or. i.gt.Niter—1) check =1
if (modulo(i,100) = 1) then
do ic=1,Nelem
do is=1,N
Ut = Us(2,is,ic)/Us(1,is,ic)
Pt = (gamma—1.0d0)*(Us(3,is ,ic)— 0.5d0 % Us(1,is ,ic)=*(Ut*x*2))
write (i410,%) X(ic) + Xs(is) * h, Us(1l,is,ic),Ut,Pt
end do
end do
end if
u(:,:) =Us(2,:,:)/Us(1,:,:)
call rk3(Un,Us)
i=1i+1
end do

do ic=1,Nelem
do is=1,N
Ut = Us(2,is,ic)/Us(1,is,ic)
Pt = (gamma—1.0d0)*(Us(3,is ,ic)— 0.5d0 x Us(1l,is,ic)*(Utxx2))
write(i4+10,%) X(ic) + Xs(is) * h, Us(1l,is,ic),Ut,Pt
end do
end do

deallocate (X,Xs,Xf, Jac,invJ ,Mmat, Lmat,Us,Un,P,U,Ro)
write (% ,%)" END )

contains

include ’compresid.f90"’
include ’flux_interface.f90’
include ’Flux interieur.f90’
include ’getLmat_ Mmat. 90’
include ’getXsXf.f90’
include ’jacobian.f90’
include ’function_ rk3.f90°

end program

— jacobian:

subroutine jacobian
use globals
implicit none

integer :: i

do i=1,Nelem
Jac(i) = h
end do

invJ (:) = 1.0d0 / Jac(:)
end subroutine

— getXsXf :

subroutine getXsXf
use globals
implicit none

24
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A2 = 1.0d0 / sqrt(3.0d0)

A3 = sqrt (0.6d0)

A4 = sqrt(3.0d0 / 7.0d0 — (2.0d0 / 7.0d0)=xsqrt(1.2d0))
(

B4 = sqrt (3.0d0 / 7.0d0 +

2.0d0 / 7.0d0)*sqrt (1.2d0))

)
)
A5 = (1.0d0 / 3.0d0)xsqrt(5.0d0 — 2.0d0*sqrt (10.0d0 /
B5 = (1.0d0 / 3.0d0)*sqrt (5.0d0 + 2.0d0xsqrt (10.0d0 /

sele
case

case

case

case

case

end

Xs

end

ct case (N)

(1)

Xs = (/0.0d0/)

Xf = (/—1.0d0,1.0d0/)

(2)

Xs = (/—A2,A2/)

Xf = (/—1.0d0,0.0d0,1.0d0/)

(3)

Xs = (/—A3,0.0d0,A3/)

Xf = (/—1.0d0,—A2,A2,1.0d0/)

(4)

Xs = (/—B4,—A4,A4,B4/)

Xf = (/—1.0d0,—A3,0.0d0,A3,1.0d0/)
(5)

Xs = (/—B5,—A5,0.0d0,A5,B5/)

Xf = (/—1.0d0,—B4,—A4,A4,B4,1.0d0/)
select

0.5d0 = (Xs 4+ 1.0d0)
0.5d0 % (Xf + 1.0d0)

subroutine

— getymatyrmat :

subr
use

outine get_Ilmat_Mmat
globals

implicit none

integer :: i,j,k,l
doubleprecision :: num,den,sum

lcalcul Lmat
do k=1,N+1

do

j=1N

num = 1.0d0
den = 1.0d0
do i=1,N

if(i.ne.j) then
num = numx ( Xf(k)—Xs(i))
den = denx(Xs(j)—Xs(i))
end if

end do
Lmat(k,j) = num/den
end do
end do

l'calcul Mmat
do i=1,N

do

j =1,N+1

sum = 0.0d0

A2,A3,A4,B4,A5,B5 !stockage des valeur

7.0d0
7.0d0

des points de gauss

))
))

25
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do 1=1,N+1
if (1.ne.j) then
den = 1.0d0
num = 1.0d0
do k=1,N+1
if ((k.ne.j).and.(k.ne.l)) then
num = num *(Xs(i)—Xf(k))
end if
if (k.ne.j) then
den = denx*(Xf(j) — Xf(k))
end if
end do
sum = sum + num/den
end if

end do
Mmat (i, j )=sum
end do
end do
end subroutine

— FluxInterieur :

subroutine FluxInterieur (Uf,F)
use globals
implicit none

integer :: j

double precision, intent(in) :: Uf(3,N+1)
double precision, intent(out) :: F(3,N—1)
double precision :: u

lcalcul du flux
do j=1,N—1
w = UE(2,j+1)/UE(1,j+1)

F(1,j) = Uf(2,j+1)

F(2,j) = Uf(2,j+1) = u + (gamma—1) * (Uf(3,j+1) — 0.5d0 * Uf(2,j+1) = u )

F(3,j) = u % (Uf(3,j+1) + (gamma—1) = (Uf(3,j+1) — 0.5d0 % Uf(2,j+1) * u ))
end do

end subroutine

— fluxinterface :

subroutine fluxinterface (Ql,Qr,Fint)

implicit none

double precision, intent(in) :: QI(3),Qr(3)
double precision, intent(out) ::Fint(3)

double precision :: F(3),Vectl(3),Vect2(3) ,alpha(3),Xi(3),deltaQ(3) ,AFJ(3)&

&,rrho ,rrhol ;rrhoR ,ul ,ur ,um, pl ,pr,hl hr ;hm,sq rho,usq,am_ sq,am &
,eta_pos,eta_neg,al,a2,a3,ad,lambda(—1:1) ,uk,ak,alL(—1:1) ,aR(—1:1)

double precision, parameter :: gamma = 1.4d0

rrhoL = 1.0d0 / QI(1) !inverse de Ro gauche puis droite

26
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rrhoR = 1.0d0 / Qr(1)

uL = rrhoL x QI(2) !vitesse gauche puis droite

uR = rrhor * Qr(2)

pL = (QI(3) — 0.5d0 * uL = QI(2)) * (gamma — 1.0d0) !pression gauche puis droite
pR =(Qr(3) — 0.5d0 * uR * QR(2)) * (gamma —1.0d0 )

hL = rrhoL x (Ql(3) + pL) !enthalpie gauche puis droite

hR = rrhor * (Qr(3) + pR)

sq_rho = sqrt(Qr(1) #* rrhol)

rrho = 1.0d0 / (sq_rho + 1.0d0)

hm = rrho * (hL 4+ sq_rho * hR) !enthalpie moyenne

um = rrho % (uR 4 sq_rho % uR) !vitesse moyenne

usq = 0.5d0 * um * um !vitesse au carre

am sq = (gamma — 1.0d0) x (hm — usq) !carre vitesse du son
am = sqrt(am_sq) !vitesse du son

lcalcul du flux

F(1) = Ql(2) + Qr(2)

F(2) = QI(2) * uL + Qr(2) = uR + pL + pR
F(3) = QI(2) * hL + Qr(2) = hR

!Entropy fix
if (.true.) then
lambda(—1) = um—am
lambda( 0) = um
lambda( 1) = umtam
uk = QI(2)*rrhoL
ak = sqrt (gammaspLxrrhol)
aL(—1) = uk—ak
aL( 0) = uk
aL( 1) = uk+tak
uk = Qr(2)=rrhoR
ak = sqrt (gammaxpR+rrhoR)
aR(—1) = uk—ak
aR( 0) = uk
aR( 1) = uk+ak
call EntropyFix(lambda,al,aR)
else
lambda(—1) = abs (um—am)
lambda( 0) = abs(um)
lambda( 1) = abs (umtam)
end if

I'calcul
Xi(:) = (/—um,1.0d0,0.0d0/)
alpha (:) = (/usq,—um,1.0d0/)

Vectl (:) (/1.0d0,um,Hm/) !pour calcul AFJ
Vect2(:) = (/0.0d0,1.0d0,um/) !pour calcul AFJ

deltaQ (:) = Qr(:) — QlI(:)

eta_pos = (lambda(l) + lambda(—1))*0.5d0—lambda (0)
eta_neg = (lambda(l) — lambda(—1))=*0.5d0

al = alpha(1)xdeltaQ (1) + alpha(2)xdeltaQ(2) + alpha(3)xdeltaQ(3)
a2 = Xi(1l)xdeltaQ (1) + Xi(2)x*deltaQ (2) + Xi(3)x*deltaQ (3)

a3 = eta_pos * (gamma—1.0d0) * al / am sq + eta_neg * a2 / am
a4 = eta_pos * a2 + eta_neg * (gamma—1.0d0) * al / am

AFJ(:) = lambda(0)=xdeltaQ (:) + a3 * Vectl(:) + a4 * Vect2(:)
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) = 0.5d0x(F(:) — Afj(:))

end subroutine

— EntropyFix :

subroutine EntropyFix(ak,aL,aR)

! entropy fix as per Harten, Hyman, J. Comput. Phys., 50 (1983).

implicit none

double precision, intent(in) ;2 aL(3) ,aR(3)
double precision , intent (inout) :: ak(3)
integer :: i

double precision :: dlt(3) ,akL(3) ,akR(3),coef
dlt (:) = max(0.0d0,ak (:)—aL(:) ,aR(:)—ak(:))
akL (:) = ak(:)—dlt (:)

akR (:) = ak (:)+dlt (:)

coef = —2.0d0

do i=1,3

if (akL(i).1t.0.0d0 .and. akR(i).gt.0.0d0) then
ak (i) = ((akR(i)+akL(i))*ak(i)+coefxakR(i)=*akL(i)) &

1 / (akR(i)—akL(i))
ak(i) = abs(ak(i))
end if
end do

end subroutine EntropyFix

— compresid :

subroutine compresid(Us,dF)
use globals
implicit none

integer :: i,]

double precision, intent(in) :: Us(3,N,Nelem)

double precision, intent(out) :: dF(3,N,Nelem)

double precision ,allocatable, save :: Fnmil(:,:,:) ,Fnint(:,:) ,Ftn(:,
tL,,t)

double precision :: Qr(3),Ql(3)

if (.not.allocated (Fnint)) then

i), Uf

28

allocate (Fnmil (3,N—1,Nelem) ,Fnint (3,Nelem+1),Ftn (3 ,N+1,Nelem) ,Uf(3,N+1,Nelem))

end

dF =

if

0.0d0
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do i=1,Nelem
linterpolation au point flux

Uf(1l,:,i) = matmul(Lmat (:,:) ,Us(1,:,i))
Uf(2,:,i) = matmul(Lmat (:,:) ,Us(2,:,i))
Uf(3,:,i) = matmul(Lmat (:,:),Us(3,:,1i))

lcalcul du flux au milieu de 1’element
if (N>1) then
call fluxINterieur (Uf,Fnmil (:,:,1))
end if
end do

if (test.eq.l) then
Iflux a l’interface au bord avec conditions symetrique
Qr(1) = Uf(1,N+1,Nelem)

Qr(2) = —Uf(2,N+1,Nelem)
Qr(3) = Uf(3,N+1,Nelem)
Ql(1) = Uf(1,1,1)
Ql(2) = —-Uf(2,1,1)
QI(3) = Uf(3,1,1)

if (test.eq.2) then
I'flux a 1’interface au bord avec conditions periodiques
Qr(:) = Uf(:, 1, 1)
Ql(:) Uf(:, N+1, Nelem)

end if

if (test.eq.3) then
!'flux a 1’interface au bord avec conditions entree a gauche / sortie a droite
Qr(1) = Uf(1,N+1,Nelem)

Qr(2) = Uf(2,N+1,Nelem)
Qr(3) = 1.0d0 / (gamma — 1.0d0) + 0.5d0 * (Qr(2)=**2) / Qr(1)
QI(1) = 3.857143d0
QI(2) = 2.629369d0 = QI(1)
Ql(3) = Uf(3,1,1) — 0.5d0 = (Uf(2,1,1)*%2) / Uf(1,1,1) + 0.5d0 = (Ql(2)=*%2) /
QI(1)
end if

call fluxinterface (Ql,Uf(:,1,1),Fnint(:,1))

call fluxinterface (Uf(:,N+1,Nelem) ,Qr,Fnint (:,Nelem+1))

I'flux aux interfaces centrales
do i=2,Nelem

call fluxinterface (Uf(: ,N+1,i—1),Uf(:,1,i),Fnint(:,1))
end do

lassemblage des flux
do i=1, Nelem
Ftn(:,1,i) = Fnint(:,1)

do j=2, N
Ftn(:,j,i) = Fomil(:,j,1)
end do
Ftn(:,N+1,i) = Fnint (:,i41)
end do

do i=1,Nelem
dF(1,:,i) = —matmul(Mmat(:,:) ,Ftn(1,:,i))

29
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dF(2,:,i) = —matmul(Mmat (: ,:) ,Ftn(2,:,1))
dF (3,:,1) —matmul (Mmat (:,:) ,Ftn(3,:,i))
end do

end subroutine

— rk3:

subroutine rk3(Un,Us)
use globals

implicit none

double precision, intent (inout) :: Un(3,N,Nelem) ,Us(3,N,Nelem)
integer :: i,j,k
double precision :: a(3),b(3),c(3),ini_time ,P,Vit_son,ulim

parameter (a=(/ 1.0d0, 1.0d0/4.0d0, 2.0d0/3.0d0 /))
parameter (b=(/ 0.0d0, 3.0d0/4.0d0, 1.0d0/3.0d0 /))
parameter (c=(/ 1.0d0, 0.5d0, 1.0d40 /))

double precision, allocatable, save :: Unini(:,:,:),resid (:,:,:)

if (.not.allocated (Unini)) then
! on fait 1’allocation de ’Qini’ et ’resid’
allocate (Unini(3,N,Nelem) ,resid (3,N,Nelem))
end if

Unini = Un
ini_time = time

do i=1,3
! ici on calcule le residu a chaque point solution dans tous les elements.
call compresid(Us,resid)
lcalcul du pas de temps dt
dt = 1.0d300
do j=1,Nelem
do k=1,N
P = (gamma—1) * (Us(3,k,j) — 0.5d0 * (Us(2,k,j)*%2) / Us(1l,k,j))
vit_son = sqrt(gamma * P / Us(1l,k,j))
ulim = abs(Us(2,k,j) / Us(1l,k,j)) + vit_son
dt = min(dt, cftsh/ulim)
end do
end do
dt = min(dt, t_final — time)

literation sur le temps
Un = a(i) * (Un + dt = resid) + b(i) * Unini
time = ini_time + c(i) * dt

! passage a une solution physique
do j=1,Nelem
Us(:1:,j) = Tnvd (j)#Un(: i, 5)
end do
end do

end subroutine
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