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Introduction

Dans le cadre de notre formation d’ingénieur, nous devons conduire un projet por-
tant sur un sujet de physique. C’est dans ce contexte que nous avons été amené a
rédiger le ci-présent rapport.

Le théme de notre projet est la modélisation & 'aide de systémes masse-ressorts.
La premiére question que nous nous sommes posés a été : qu’est-ce qu'un systéme
masse-ressorts 7

Un systéme masse-ressort est un systéme mécanique constitué d’une ou plusieurs
masses, liées entre elles ou avec un support fixe par des ressorts.

La seconde question naturelle qui nous ait venue a été : que peut-on modéliser
avec de tels systémes ?

La réponse a cette question est multiple : biomécanique, automobile,... mais notre
réponse a été : les liaisons inter-atomiques intra-moléculaires.

Notre rapport se penchera donc sur la modélisation des liaisons atomiques par des
systémes masses-ressorts, en étudiant dans un premier temps ces systémes, puis
en appliquant le modéle trouvé a différentes molécules.



Chapitre 1

Méthodologie, organisation du
travail

Description de organisation adoptée pour le dérou-
lement du travail

Pour mener & bien ce projet, nous nous sommes fixés des créneaux de travail
chaque semaine, en plus du créneau donné par 'INSA. Lors de ces créneaux, nous
travaillions soit sur une tache commune, soit en paralélle sur deux diférentes taches
afin de multiplier notre productivité.

Tout au long du semestre, au fur et & mesure de ’avance du projet, nous nous
mettions d’accord sur les taches desquels nous nous occupions et communiquions
nos avancées respectives.

Taches réalisées et personnes concernés

— Systémes 2 massses 1 ressorts :
— Calcul des positions : Michel et Alexis
— Modélisation HCI : Michel et Alexis
— Potentiel de Morse : Alexis

— Systéme 3 masses 2 ressorts
— Premiére approche : Alexis
— Phénomeéne de résonnance : Michel
— Deuxiéme approche : Michel
— Modélisation C'O4 : Michel

— Formes cycliques : Michel et Alexis



Chapitre 2

Travail réalisé et résultats

2.1 Modélisation unidimensionnelle

2.1.1 Systéme 2 masses, 1 ressorts
Calcul des positions des masses avec la force de rappel

Soit deux masses m; et mo modélisées par deux points M; et M, reliées par un
ressort de constante de raideur k. Nous négligeons les frottements. Par le PFD,
nous avons :

mlxll/ = k(zg — x1)
1

maxe = k(x1 — T9)

Supposons le centre d’inertie du systéme mécanique {My; My; mq;mo; k} fixe.

my
miT1 + moxs =0 = 19 = —a

ma
" ma
= mx; = —kx;' (1 + —)
ma
my1ma . .
En prenant = ———— la masse relative entre les deux corps, on obtient :
mi1 + mo

pr” = —kx,
En résolvant ’équation diférentielle et en posant w = 4/ —, on obtient :
1

r1 = asin(wt + ¢)

M aura alors un mouvement vibratoire de fréquence d’oscillation N, = o
7r
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De méme, M, aura aussi un mouvement vibratoire de méme fréquence d’oscillation
N, tel que :

w = — g sin(wt + ¢)
mo

En considérant ’énergie mécanique totale de I'oscillateur au point d’équilibre, on
pose : x1 = 0 et £, = 0.

On peut ainsi ne considérer que 1’énergie cinétique de l'oscillateur E,.. Soit v; =
T, = awcos(wt + ¢), or, z; = 0.

= asin(wt + ¢) =0
>wt+¢=Pr,PcZ
= cos(wt + ¢) = (=1)*
= vy = aw(—1)"
On sait de plus que I’énergie de vibration F, est égale a E., donc :

1 1
E,=FE. = é,uvf = §ua2w2,w = 21N,

= B, = 2ua*n*N?

Modélisation de la liaison HCI avec un ressort

Supposons que l'on peut modéliser la molécule HCI par ce systéme mécanique de
centre d’inertie fixe. L’énergie de vibration FE, est fournie a la molécule par des
radiations de fréquence v, = N,. Or, on sait que F, = hy, avec h la constante de
Planck.

E, 2pa’m? N2

h=—"=2""_""%_—9a*7’N,
Uy N, pam

N h 1 h
a = _— = —
2um?N, 7w\l 2uN,

Dans le cas de HCI, on peut remplacer les masses m; et mo par les masses respec-
tives de H et Cl. Cherchons a présent a, on a :

On trouve ainsi ’expression :

8 16 juin 2023
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hy/mq + ms
VIRV km1m2

Passons a l'application numérique, on trouve ainsi les valeurs [1][5] :
— masse de H : m; = my ~ 1,67 x 10~2"kg.
— masse de Cl : my = me; ~ 35 x 1,67 x 10~%7kg.
— constante de Planck : h = 6,626 x 10~3*m? kg.s~ 1.
— fréquence d’oscillation : N, = 8,5 x 1071*Hz.
On trouve ainsi la valeur : a = 1,559 x 10~ A.

Potentiel de Morse

Le potentiel de Morse est une fonction empirique qui décrit le potentiel d’une
liaison covalente dans une molécule diatomique et permet de modéliser efficacement
le mouvement de particules soumise a la force F'(z) qui dérive d’un potentiel de
Morse E,(z) [7]

Ep(w) = H[(1 - e™*)? = 1]

Le potentiel admet un minimum en E,(0) = —H qui correspond a 'état d’équili-
brede la particule.
L’expression de la force est donc

_ dE,(x)

F(z) = —2kH(1 — e ™)%e7h"

Comme on néglige toute forme d’amortissement, 1’équation du mouvement de-
vient :

d*E,(t)
d2pt + F(x) =0

Comme il y a conservation de I’énergie totale, on peut poser E I'énergie totale de
la particule définit par :

1
E:&+Efdﬂﬂ+ym2

1 dz\ —kzn2
En posant 7 = £ on aura :
dz\* 2H
il — —(1 = —kx\2\ ST
(dt> (r=( ¢ ))m

9 16 juin 2023
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On pourra distinguer trois cas :
— Cas 7 < 1 c’est-a-dire H < E, < 0 On fait un changement de variable :

b _ 1 —V/Tu _ dx —/T du

17 di  k(l—+Jra)di

N (%)2 _ ZkQHT(; — T)<1 )

(&

On pose donc :
2k2H(1 —7)
m

’]’]:

Selon toutes ses données, on aura donc :

[ =ofa

La solution est : arccos(u = n(t —t;) = u = cos(n(t — t;)) avec t; une
constante choisie telle que t = 0 = x = 0 On aura donc

%m (1 — /T cos(n(t — tz))>

T 1—17

avec t; = %arccos(ﬁ)
— Cas 7 > 1 c’est-a-dire 0 < £,
On fait un changement de variable :

o VTu dr VT du

Tio7 @ T k(VTu—1) dt

du\®> 2°H(r—1) ,
) Y 21
- ( dt ) m (u )
On pose
2k2H (T — 1)
n=\———""
m
Donc

du
[ ==
Dont la solution est arccosh(u) = n(t —t;) = u = cosh(n(t — t;)) Soit
finalement :

Tr =

%m (ﬁcosh(Tn(_t - ) — 1)

10 16 juin 2023
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Avec t; = %arccosh(\/?)
— Cas 7 =1 c’est-a-dire £, =0
On fait le changement de variable

ekz—uéd—x—id—u
N dt  ku dt
du\? 2kH

) =2 u—1

(dt) m<u )

/ du /dt 2k2H

— = avec : 1 =

V2u—1 7 7 m
2u — 1= (nt —nt;)?

1 1 —nt;)?
r = —1In + (nt — nti) avec @ t; = 1
k 2 n

Les cas F, = 0 et E, > 0 correspondent a un état non li¢ et donc a x croissant
et tendant vers I'infini. Pour avoir un apercu de ’action du potentiel de Morse en
fonction des parameétres k et E,, voir le site [2| dans la bibliographie.

11 16 juin 2023
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2.1.2 Systéme 3 masses, 2 ressorts

Soient 3 masses m1, mo et m3 modélisées par trois points My, My et M;, reliées par
deux ressorts de constantes de raideur k et k’. Nous négligeons les frottements.
Nous allons prendre le cas particulier m; = mg et k = k’.

Par le PFD, nous retrouvons :

myx, = k(zy — x1)
Moty = k() + 3 — 22)
Maty = k(zy — x3)

En supposant le centre de gravité fixe, on peut écrire :

3
i=1
Grace a cette expression, on peut exprimer x3 en fonction de z; et x5 tel que :

miT1 + moxe + maxs =0

= M1T3 = —<m1x1 + le'Q)
Moo
= T3 = —T1 —
m

On peut ensuite injecter cette expression de x3 dans le PFD au point M, pour
retrouver :

Moty = k() + x5 — 222)

ma

:>m2xg:kx2(—2——>

my

" 2 1
= T, = —kxa (— + —)

ma my

" mims

= [Ty = —kXy, avec [lg = —————

2my + my

Cette expression n’est pas sans rappeler 'expression vu dans le systéme précédent.
k.
w2
cette expression dans celle du PFD au point M, on peut écrire :

Ainsi, en posant wy =

on peut écrire : | x9(t) = ag sin(wat + ¢2) | En injectant

myx, = k(zy(t) — x1)

” k ask .
= 2 + —x; = ——sin(wat + ¢2)
m my

12 16 juin 2023
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Pour résoudre cette équation, on résout dans un premier temps 1’équation homo-
géne puis on trouve une solution particuliére :
— Pour I'équation homogéne, on doit résoudre :

" k
ma

= |21 (t) = a1 sin(wit + ¢1)

Soit x{(t) la solution de I'équation homogene, avec wy = /-

1
— Pour la solution particuliére, comme le deuxiéme membre est une fonction
trigonométrique, on peut en déduire que 27 (¢) sera de la forme A x P(t)

un deuxiéme membre, c’est-a-dire :

xf(t) =AXx % sin(wst + ¢o)

my
Pl/ k 2 .
=12, (t) = —Aas—wj sin(wat + ¢2)
my
Or,
7 k ka
P P 2
B+ —al) =22 ¢
Ty (t) + mlxl( ) m sin(wat + @)
Donc :

k k
A—ag sin(wat + ¢o)(w? — w3) = el sin(wqt + ¢9)
mq my

= A(wf —w%) =1
1

2 2
Wy — Ws

= A=

Remarque : ce résultat n’est valable que si w; # ws.
On retrouve enfin :

1= 2 2

m Sin(wgt —+ ¢2)

— Prenons a présent le cas ol w; = wy (résonance) :
Prenons zf(t) = A x tcos wot + ¢9) avec A une constante que l'on se
1
proposera de déterminer plus tard, voyons a présent s’il vérifie I’équation

différentielle, on a :

2P (t) = A x tcos(wat + @)
= &7 (t) = — Awst sin(wyt + ¢) + A cos(wat + )

13 16 juin 2023
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= il (t) = —Awitcos(wat + ¢o) — 2Awy sin(wyt + ¢g)

= 3P(t) + w2zl (t) = —2Aws sin(wyt + @) = agw?sin(wayt + @)
AoW9

2
Ainsi, en prenant comme constante A = —92  on voit bien que 21 (¢)

est solution particuliére de ’équation différentielle. Enfin, on retrouve pour
lexpression de 1 (t) :

= A=-

w1 (t) = 7' (1) + 27 (¢)

] AW
= x1(t) = ay sin(wit + ¢1) — 242

t cos(wat + ¢2)

On remarque alors que dans le cas de la résonance, z1(t) n’est pas bornée.

En revenant au cas ol wy; # wsq, peut donc en déduire l'expression de x(t) tel que
z1(t) = (2 +27)(t) :

. ask .
z1(t) = ay sin(wit + @) + (@ =) sin(wat + ¢o)

Pour finir, on peut reprendre 'expression de x3(t) en fonction de x;(t) et z5(t) :

a3(t) = = () + 22000

1

On trouve ainsi les 3 equations cartésiennes suivantes :
— Pour M, :

G/Qk

t) = ay sin(wit —
z1(t) = ay sin(w; +¢1)+m1(w%—w§)

sin(wgt + ¢2)

— Pour M, :
To(t) = ag sin(wat + ¢g)
— Pour Mj :
(t) = —(a sin(wrt + 61) + —— 2 sinunt + 62) + “Zay sin(ust + 62))
x3(t) = —(ay sin(w sin(w —ay sin(w
3 1 1 1 (@ — o) 2 2) T 2 2

Nous pouvons utiliser ce systéme de 3 masses et 2 ressorts pour modéliser une
molécule linéaire telle que le CO,

En effet, cette molécule est composé d’un carbone en son centre et de deux atomes
d’oxygene reliés entre eux avec des doubles liaisons.

14 16 juin 2023
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Cependant, nous n’avons pas réussi a retrouver les pulsations et amplitudes grace
a ces équations. Nous avons remarquer que I’on peut voir apparaitre un phénomeéne
de résonnance sans pour autant réussir a conclure sur les implications de celui-ci.
Nous allons donc résoudre ce systéme a l'aide d'une autre méthode, grace aux
matrices et aux distances do—s1 et do—s3

Autre approche

Afin de modéliser le comportement dans ’espace de ces atomes, on peut aussi
adopter une approche vectorielle, ainsi, en considérant le méme systéme (2 masses
identiques et une masse M telles que les deux constantes de raideur soient iden-
tiques et que les masses sont negligeables devant la raideur du ressort notée k).
Les masses sont positionnées initialement respectivement en O, Oy et Oz. En
appliquant le PFD, on obtient :

— Pour M, : mla_1> =1Ti.

— Pour M, : mga_2> = —? —I—ﬁz,.

7

— Pour M; : m3a_3>: —

d
reauibre (IN\AGV\V\AG

T
—>—4 — ———
O4 My  Op Mg  Oc Mc™

FIGURE 2.1 — Evolution du systéme 3 masses 2 ressorts dans le temps [0]

De plus, la loi de Hooke donne le systéme suivant :

T, = k(M. M, — 0,0,)
Ty = k(MM — 050%)

15 16 juin 2023
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P YA
En considérant le déplacement de chaque masse (O1M; pour My, O3 M, pour M;

e
et O3Mj3 pour M3), on peut exprimer les deux forces de tension 71 et T3 en fonction
du déplacement tels que :

T, = k(M M, — 0,0;) =
T} = k(MyMy — 0,05) =

(02 M — O, My)
(OSM?) - 02M2)

k
k

Mécaniquement, on peut aussi exprimer 'accélération de chaque corps tels que :

— _ d?0.M;
a1 = —y
— _ d202M5
a2 = — 4
— _ d203M;
a3 — —a

En injectant dans le PFD, on a pour chaque masse les expressions suivantes :
\

_ S
— Pour M1 : ml% = ]{](OQMQ - OlMl)-

— Pour M2 : WQ@ = —k(OQMQ — OlMi) + k:(Ong;, - OQMQ).

S > 7
— Pour M1 : m1d20d—‘°;M3 = —k<03M3 - OQMQ).

En posant z{, z9 et x3 les déplacements par rapport & leur position initiale de
chaque atome dans le plan, on se retrouve avec :

mlx"l = k(l’g — $1)
WQJ}'Q = —k<l’2 - I1> + k(ZL’3 — 5(,’2)
mli'g = —k‘(l’g — lL‘Q).

En indroduisant cette fois-ci les déplacements relatifs des atomes entre eux, on

pose :
{ u(t) = xq(t) — z2(t)

v(t) = x3(t) — x2(t).

En dérivant, on obtient ainsi :

On en déduit :

. k
T —m—1U

. k.

To = m—Z(U + U)
o k

T3 = —m—lv

16 16 juin 2023
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En posant wi = m% et r =1+ 72 on obtient :

oo 2 - 2
{ U= m;ou wgv
U= —Wjl — TWH

t . .
En posant le vecteur ? = (u( )) , on peut écrire ce systéme sous forme vectorielle

v(t)
23X

S = AX avec A une matrice carrée telle que A € M,[R]. On trouve alors :
A —Twp —w?
—wi —rw?
On cherche alors une solution réelle telle que :
? = ?oe“’t

En dérivant deux fois cette solution par rapport au temps et en remplacant dans
I’équation vectorielle, il vient, si on pose A = w? :

)\YQG‘W = A20€wt
= )\}0 = A?O

. Ainsi, pour déterminer les valeurs propres, on doit résoudre det(A — Al3) =0 :

tel que

=0

—Twg — A —w?
—w?2 —rwi -
= (rwg + A2 —wg =0
= ng + A= :i:wg

On obtient alors 2 solutions possibles pour les valeurs propres de A :

A= —wi(l+7)
)\2 :wg(l —7‘)

Déterminons & présent les vecteurs propes de A :
— Pour X, € F),,ona AX; =\ X, c’est a dire :

2 2
—Trwy —Wy X1 2 X1
(7 S5 Ge) e ()

= —TW(Z]Xl — u.)ng = —wg(l + T)Xl
= X1=Y

= Iy, = Vect (D

1 .
Alinsi, 71 = est un vecteur propre de A associée a la valeur propre \;.
1 prop

17 16 juin 2023
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— Pour ?2 € E,,,ona A?z = )\2?2, c’est & dire :

2 2
—Trwi  —Wwj Xo\ _ o Xo
(28 25 ()00 (3)

= —rwp Xy — wiYs = wi(l — 1) X,

:>X2:—}/2

= E,, = Vect (_11>

) est un vecteur propre de A associée a la valeur propre

Ainsi, ?2 = < 1

-1
)\2.
On peut alors écrire la solution générale de I’équation sous forme d’une combinaison
linéaire des solutions aux valeurs propres telle que :

—1

? _ <U(t)) _ aeiwo\/r-l-lt <i> _'_be—iwg\/r—s—lt (i) _|_Ceiw0\/r—1t (_11> —|—d6_iw0mt ( 1 )

En cherchant les solutions réelles, on se retrouver avec le systéme suivant :

{ u(t) = A cos(wov/r + 1t + ¢1) + A cos(wov/r — 1t + ¢o)
v(t) = Ay cos(wo/r + 1t + ¢1) — Ay cos(wov/r — 1t + o)

Avec A1, As, ¢1 et ¢y des constantes d’intégration.

On peut alors simplifier ces expressions comme superposition de mouvements har-
moniques (modes propres), en posant w; = wov/r + 1 et wy = woy/r — 1 on a alors
pour expression des deux modes propres ¢; et gs tels que :

{ q1(t) = Aj cos(wit + ¢1)
q2(t) = Ag cos(wat + ¢o)

Ce qui donne pour u et v : u(t) = ¢1(t) + q2(t) et v(t) = ¢ (t) — q2(2).

18 16 juin 2023
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Cas du CO,

Présentation

Passons a présent au cas de la molécule linéaire de CO, le long d’un axe. La
.. . . . _ dEp(r) N A

force de lisaison interatomique est donnée par F(r) = —=+= ol r représente

la distance entre deux atomes A et B et E,(r) I'énergie potentielle d’interaction
entre les atomes. On peut par ailleurs représenter l'allure de la fonction E,(r) et
on obtient :

Energie de dissociation

¢

Energie

2
€
Distance internucléaire (r)

FIGURE 2.2 — Courbe de I’énergie potentielle d’interaction [3]

On remarque alors que la courbe, aussi appelée "Courbe de Morse" peut étre
approximée au voisinage d'un point r, appelée distance distance interatomique
d’équilibre de la liaison AB. Cependant la courbe posséde aussi une asymptote
pour de tres grandes distance, ainsi, ’énergie tends vers une valeur D appélée
énergie de dissociation de liaison. Ainsi, on peut voir que si ’énergie totale de la
molécule AB est supérieure a D, la molécule se dissocie , et sinon, les atomes A
et B oscillent autour de leur distance d’équilibre. Supposons alors qu’on se trouve
dans le casour =~ r. et £ < D, on peut approcher I’énergie par son développement
limité au voisinage de r, :

S0~ Byl + (= r) (00, CTLTE

Avec E,(r.) =0 et (2£),. = 0, on obtient :

T

oy~ TR,

19 16 juin 2023



INSTITUT NATIONAL
DES SCIENCES
APPLIQUEES

ROUEN NORMANDIE

INSA

Modélisation systéme masse ressorts

Or on sait que ’équilibre est stable autour de r. ce qui implique (%)Ts > 0, en
d*E

posant k = (‘5°),. constante de raideur de la liaison. On a finalement la relation

k(r—re)? . ) ) . . .
E,(r) = 5=l qui représente I'énergie potentielle dun ressort, d’oil le terme
P 2 g
d’approximation harmonique. C’est pourquoi on peut assimiler les liaisons comme

étant des systémes masses-ressort.

Résolution

On posera alors k la constante de raideur des liaisons C' = O, M la masse de 'atome
de carbone et m celle d’un atome d’oxygeéne. On posera par ailleurs ry I’écart a la
position d’équilibre du premier atome d’oxygéne, r5 I'écart a la position d’équilibre
de I'atome de carbone et enfin r3 ’écart & la position d’équilibre du dernier atome
d’oxygeéne. En appliquant la deuxiéme loi de Newton a chaque atome, on obtient
le systéeme d’équation suivant :

mh = —k’(’l"l — 7‘2)
Miy =k(ry —re) — k(rg —r3)
m7'"'3 = k(?”g — 7“3)

Vmiy = —ivmﬁ + \/#—M\/Mrg
= \/Mr2 - \/kaM \/ﬁrl o Q%WTQ + \/kaM\/mr?’
\/m’l.“-g = %kaM\/ M’l“z — ﬁ\/ﬁrg
Ce systéme se simplifie alors en posant w? = %, 02 = %, g =\vmry, ¢o =V Mrg
et enfin g3 = y/mrs, ce qui donne :

G = —wiq + woog
=9 G2 = woq — 2%q2 + woogs
Gz = woSdoqa — Wiqs
0
En posant () = | ¢2 |, on peut alors poser ce systéme sous forme matricielle tel

a3
que Q = AQ ou :
—W(Q] CL)OQQ 0
A= WOQO —QQ% MQQO
0 WOQO —wg
Sa résolution passe alors par la diagonalisation de la matrice A.
Il vient alors pour le polynéme caractéristique :

XA = AMwi + AN +wd +298) =0

valeurs propres sont alors : 0, — —wg —202. wi =w
Les valeurs propres sont alors : 0, —w3 et —w? — 2Q2. En posant wi = w? + 203,
ces derniéres ont pour vecteur propre associé :
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Qo
w2
— | = our la valeur propre 0.
w2
2
w2
-1
Q
— \/‘%EL 2.2 | pour la valeur propre —wi.
2
-1
-1
— \/Li 0 | pour la valeur propre w?.
1
Ces trois vecteurs forment ainsi une b.o.n et on a alors D = P71AP avec :
Q0 _ _wo 1
w2 \/50.)2 \/i
P—|%w 2 0
- w2 \/5&)2
Q0 __wo 1
w2 V2ws V2
Avec P71 = PT.
N
4
En posant QY = [ ¢ |, correspondant au vecteur des coordonnées normales, on
N
43

obtient ce systéme d’équations différentielles :

i =0
G = —(29% + wi)ay
Gy = —whas
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Ce dernier traduit I'existence de 3 modes propres :
— Le premier correspond a la translation d’ensemble de la molécule de C'Os,
en effet, on a bien ¢ = at + b fonction affine du temps.

FIGURE 2.3 — Mouvement de translation du COy[4]

— Le deuxiéme correspond au mouvement de vibration d’élongation antisy-
métrique de la molécule de COy avec ¢ = Ay cos(wyt + ¢).

—» -

FIGURE 2.4 — Mouvement antisymétrique du C'Oq|/]

— Le dernier correspond au mouvement de vibration d’élongation symétrique
de la molécule de CO, avec qév = Ajcos(wst + ¢9) avec ws = wy.

~0O—0C—~0—~
FIGURE 2.5 — Mouvement symétrique du C'Oy|/|

Application Numérique
La structure de Lewis du COs est la suivante O =—C=—7=0.

Pour la liaison C==0, on retrouve la constante de raideur k£ = 1420N.m~!.
Les masses sont m = %—Z et M = ]\]\/,[—j avec Mo = 16g.mol~t, Mc = 12g.mol™" et

N, =6,022mol L.
Grace a ces données, on peut calculer les pulsations et nombres d’ondes associés :

— W =2 FwZ = /2 + £ =4 4310%rad.s7"

— 0y = 2 =2350cm ™.

—wy =k =2.3010%ad.s .

— 03 = =1230cm L.

2me

D’aprés certains résultats trouvés par de précédentes études spectoscopiques|3],
ces résultats correspondent bien aux bandes d’absorption du C'Os.

On peut aussi noter que dans le cas du C'O, on retrouve finalement comme valeur

) 2 _ 11, 2 2
propres : 0, wy = Fwy et wy.
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Diagonalisation de Jacobi et résolution numérique

A étant symétrique réelle d’ordre 3, la martice est diagonalisable dans une base
orthonormée, ainsi, il existe une matrice P orthogonale telle que D = P71 AP est
diagonale et composée des valeurs propres de A.

Pour déterminer numériquement ces valeurs propres, on utilisera la méthode de
Jacobi qui consiste & construire numériquement une suite de matrices (A®*)) ortho-
gonales et "semblables" & la matrice de départ A. Cette derniére sera construite
de maniére a converger vers la matrice D contenant les valeurs propres de A. Pour
ce faire, on utilisera les transformations de Givens (utilisation d’une matrice or-
thogonale de rotation ou de Givens pour annuler les coefficients non diagonaux de

A).

Posons A = A, et pour k € N* on associe deux indices (p,q) € (N*)? tels que
1 <p < g <n (notons ici que n = 3).
La matrice de Givens notée G(p, q,0) est donc la suivante :

10 0 0
0 1 0
1
cos(f) 0 --- 0 sin(d) 0 0
0 1 0
0 10
—sin(d) 0 0 cos(d) 0 0
0 0 1
0 10
00 --- 0 0 o0 1

Avec sin(f) a la ligne p et —sin(f) a la ligne ¢. Ainsi, cette derniére permet, pour
un vecteur donné X = (z1,--- ,2,)7 € R™ de calculer le produit Y = G(p, ¢,0)T X
tel qu’il est la rotation d’angle 6 dans le plan de coordonnées (x,, z,).

Ainsi, on pose, pour la construction de la suite (A™) la formule héréditaire sui-
vante :

Vk € N*, AW = G(p,q,0)" A*VG(p, q,0)

Avec cette formule, on retrouve A = 0 mais aussi les cos(f) et sin(f) successifs
grace au calcul des coefficients de A®)
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az(,};,) aI(,IZ) ~( cos(f) sin(6) 4 agfo_l) agfl_l) cos(f) sin(h)
a® g™ ] T\ —sin(@) cos(0) (k=) =1 |\ —sin(g) cos(6)

Pq qq Qpq qq

Apres identification il vient :

sinQ(G)a;’;_l) + sin(6) cos(@)(ag';_l) - al(f;_l)) - cosQ(G)ag;_l) = —agfl) =0
Si ale™ =0, on a alors cos(f) =1 et sin(f) = 0.
Si ag;_l) # 0, en factorisant la formule trouvée par COSZ(Q)ag;_l), on obtient :

QD) (k1)
tan?() + tan(9)(—= (kil)pp )—1=0
(pq

= tan®(#) + 2n tan()

Il s’agit alors de résoudre un trinéme en tan(f) dont les racines sont tan(f) =

—n 4 /1 + 72 La racine tan(f) = —n + /1 + 72 étant positive, on peut finale-
ment poser cos(0) = ——— > 0 et sin(0) = —~=2

v/ 1+tan(6)2 v/ 1+tan(6)2 >0

Pour la suite, on considérera la suite (G™) telle que Vn € N,G™ = G (pn, ¢n, On).
Enfin, aprés N itérations, on a par téléscopage :

lim AN = lim @W-DVT ... qOT A0)70) ... qN-1) — p

N—oo N—oo

Par identification, on a :

N—o0
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Résultats numériques
Pour rendre le probléme adimensionné, on divisera la matrice A par w?, il vient :

-1 0
A wo
0 \o o
wo
3 —1 a 0
=A=|a —-2d* a
0 a —1

Avec q = o = Vi = \/gdans le cas du CO,.

wo
Pour déterminer numériquement les valeures propres ainsi que la matrice de pas-
sage, on peut implémenter un code en python reprenant I’algorithme de la méthode
de Jacobi Givens. Avec le bon script (déclaration des valeurs de la matrice A), et
éxecution de programme sur l’ordinateur de I’enseignant responsable du projet, on
obtient les résultats suivants.

— Pour la matrice de passage, on a une approximation telle que :

0,7071 0,6030 —0,3693
P =1 0,0000 0,5222 0,8528
—0,7071 0,6030 —0,3693

— Pour les valeurs propres, on a :
— —0,99999999999999922

— —3,66666666666666647
— 6,1964640410353613 x 10717

En prenant en compte la précision finie de la machine due au nombre d’opérations
réalisées, on peut approximer les résultats trouvés.
On prendra ainsi les valeur propres suivantes :

— —1

— 0
On remarque alors que les valeurs trouvées correspondent (pas parfaitement a
cause de la précision machine) a I’étude théorique des modes propres dans le cas
du CO,. On pourra conclure cette partie en disant que la résolution de systémes
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différentiels peut servir a trouver les modes propres de vibration d'un systéme
moléculaire. Cependant, a noter ici que I’étude a été faite sur un axe, et qu’en
réalité la molécule de C'Oy est mouvante dans le plan ce qui explique la présence
d’une autre bande d’absorption qui correspond aux vibrations de déformation dans
le plan.
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2.2 Passage en 2 dimensions

Dans cette section, nous travaillerons dans le plan sur des exemples plus complexes.
Par souci de simplicité, nous allons représenter les points (x,y) par leurs affixes
z € C.

2.2.1 Le triangle

Le triangle est un systéeme de 3 masses et 3 ressorts ou chacune des masses est
reliée aux 2 autres par un ressort.

Nous supposerons les ressorts identiques.

En posant le PFD, on obtient un systéeme de 3 équations :

:?:1 = mLI(ZQ + 23 — 221)
22 = %(2’1 + 23 — 22’2)
23 = mL(Zl + 29 — 223)

3

Comme nous posons le centre d’inertie fixe, nous disposons d’une quatriéme équa-
tion : mi2zy + Mmozo + mgzz = 0.

On peut en déduire que z3 = _(ml?n—imz?) donc nous pouvons réécrire notre sys-
téme de la maniére suivante :

P — 2 1 _mg 1
1= k 21 mi + ms3 + 22 mims mi
S 2 4 1 mi 1
<2 = k <2 mo + ms3 + 21 moms mo

Notre systéme est un systéme oscillant, nous pouvons donc supposer qu’il existe
au moins une valeur propre particuliére w

z1 = Acos(wt) + B sin(wt) ; %1 = —w?(Acos(wt) + Bsin(wt) ,avec A, B € C?
29 = C' cos(wt) + D sin(wt) ¢ Zy = —w?(C cos(wt) + Dsin(wt) ,avec C, D € C?

En plus, nous savons que w? = % avec M est une constante homogeéne & une masse,

par homogénéité. En effet, w? est homogene a une constante de raideur divisé par
une masse, nous pouvons donc déduire cette relation et ’existence de M.
. Nous pouvons a présent écrire ce systéme sous forme matricielle :

2 41 me 1

2 1 — —k’ mi1 m3 mims mi 1

Wil )= 1 2y L »

2 mams3 ma m2 m3 2

2 4, 1 me 1

= _ﬁ 1 = -k my + m3 mims3s mi <1
M \z/) o 1 2 4 1 2
2 moms3 mso ma m3 2
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2 41 m 1
=y (T e
moms3 mo m2 m3

En passant au déterminant, nous pouvons écrire :

2 4 1 _mg _ 1

_ 2 mi ms mims mi
L=M"x| m ™ ™ "
moms mo ma m3

2 1 2 1 1 1
mq ms mi ms momms mo mims my

9 My + mo + M3
mimeamms

=1=3M

1:\»~<

On en déduit donc I'expression de la constante M par M? = £ et donc nous avons
M = i\/g or M est homogéne a une masse et donc ne peut pas étre négative,

ainsi w? = % = k\/% En posant les conditions initiales a ¢ = 0, on a 2 = 2z,

2o = 2oy, 21 = %1, €t Z2 = Z9, ; nous pouvons calculer les constantes A, B, C' et D :
21(0) = Acos(w x 0) + Bsin(w x 0) = 2,(0) = A = z,

%(0) = w(—Asin(w x 0) + Beos(w x 0))) = 21(0) = Bw = %,

De la méme maniére, on trouve C' et D et en intégrant les expressions de ces
constantes dans nos équations de mouvement, nous avons :

21 = 21, cos(wt) + 10 sin(wt)
2y = z, cos(wt) + 20 sm(wt
)—

—m1 21, cos(wt)— my 0 —2 sin(wt) —maz2, cos(wt)—ma ﬁ sin(wt)

23 = ma

2.2.2 Le carré

Le carré est un systéme mécanique de 4 masseset 4 ressorts ot chacune des masses
sont reliées deux a deux entre elles.

Nous supposerons les ressorts identiques et en posant le PFD, nous obtenons ce
systéme :

= mil(zg + 24 — 22)
Zy = (21 + 23 — 229)
Zy = %(24 + 29 — 223)
2y = m%(zl + 23 — 224)
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FIGURE 2.6 — Modéle du carré

Comme nous posons le centre d’inertie fixe, nous disposons d’une quatriéme équa-
tion : m1zy + Mmaza + mszs + myzs = 0.

A Taide de ces équations et de la méme maniére que pour le triangle, nous trouvons
une solution particuliére :

M3m1+m2+m3+m4

det(lg) =4
T1MmMo1Mgmy

=1-9

2.2.3 L’hexagone

De la méme maniére que pour les deux formes cycliques précédentes, nous trouvons
une solution particuliére de la forme :

5m1+m2+m3+m4+m5+m6
MMMz My Ms e

(. /

det(I5) =6M

==L

2.2.4 Formes cycliques

Nous pouvons remarquer une formule générale se dessiner au fil de nos calculs
pour les formes cycliques, élément trés commun dans les molécules; notamment
en chimie organique avec les aromatiques par exemple.
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Pour un systéme de n masses a n ressorts, nous avons besoin d’un systéme a n — 1
équations pour résoudre ce systéme car nous supposons toujours le centre d’inertie
fixe. Nous pouvons modéliser ces n — 1 équations par la matrice A € M,,_;(R).
Ces systémes étant compliqué a résoudre, nous allons faire 1'hypothése que la
formule qui se dessine avec les cycles de 3, 4 et 6 masses s’applique pour n masses,
ce qui nous donne donc :

det(I,_1) = nM"™ ! x M
[Ty ma
—_——

T =

En utilisant toutes les équations données par le PFD, nous pouvons mettre sous
forme matricielle et obtenir ceci :

La formule du déterminant est trouvé par le fait que nous savons A diagonalisable,
c’est-a-dire 3D € M, (R) une matrice diagonale et 3P € M,,(R) inversible tel que :
A = P7'DP et donc par conséquent det(A) = det(P~!DP) = det(A) = det(D) .

Grace a cette écriture et aux propriétés des matrices circulantes, nous obtenons
alors

1 2k
det(A) = —— Hvk avec vy = 2 — 2cos | —

m n
k=1

Et finalement, nous obtenons det(A) = —=n?
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2.3 Modélisation en 2 dimensions

2.3.1 Molécule "classiques" type H20

La modélisation des molécules que nous référont en tant que "classiques", c¢’est-a-
dire sans cycle, se fera de la méme manniére que celle du CO, par exemple, que
nous avons déja traité dans la partie 2.2.2 mais nous remplacerions la coordonée
unique r par le complexe z qui représente 1’affixe des points.

2.3.2 Molécules cycliques
Triangle

Dans la nature, il est trés difficile d’avoir des molécules triangulaires, en raison de
leur instabilité : en effet, il faudrait que I'angle entre chaque liaison soit de 60°, or
cette agencement est extrémement instable.

Cependant, une telle molécule existe, il s’agit de 1'ozone O3 cyclique.

Bien que cette molécule existe et peut étre trouvé en trés petite quantité dans la
nature, son énergie d’activation permettant I'ouverture du cycle étant inférieure
a son enthalpie standard de formation ne permet pas d’en produire en quantité
suffisante pour vérifier les modeéles théoriques.

Ainsi nous ne pouvons qu’émmettre ’hypothése que ’ozone cyclique se comporte
comme un triangle de ressorts.

Hexagone
Les cycles hexagonaux sont assez courants dans la nature, le plus courant étant le

benzéne CgHg.

En utilisant notre relation trouvé en 3.3 et les vibrations d’élongation des doubles
liaisons C' = C' trouvées grace a la spectrophotométrie, la vérification de notre
modéle est possible mais trés longue.
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Conclusions et perspectives

Pour conclure ce rapport, nous pouvons souligner 'importance du travail de mo-
délisation, qui nous permet de mieux comprendre tout phénomeénes, physiques ou
chimiques.

En effet, la modélisation a 'aide de systéme masses-ressorts sert en chimie molé-
culaire, pour comprendre le comportement des liaisons covalentes, mais elle peut
aussi avoir énormément d’applications en biomécanique : par exemple les sauts
sont modélisés de cette maniére, en modélisant les jambes du sauteur par un res-
sort et le haut du corps par une masse.

Ce projet nous a permis de se pencher sur des domaines scientifiques sur lesquels
nous ne serions stirement jamais pencher, étant donné notre future orientation
dans le département de Génie Mathématique.

En plus, nous avons pu lier des connaissances acquises au cours de tout notre cycle
de STPI, notamment celles de chimie, de mécanique du point et nos travaux sur
les résolutions de systémes d’équations différentielles et systémes linéaires.

Cependant, ce projet a été grandement compliqué par le fait que nous n’étions
que 2 pour faire nos recherches, nos calculs et rédiger ce rapport. Nous aimerions
souligner que la quantité de travail demandé par le projet a été conséquente, bien
qu’intéressante.

En conclusion, I'initiative de la part de 'INSA de nous faire faire ce projet est une

trés bonne maniére pour nous de mettre en application les connaissances théoriques
dont nous avons été instruits au cours de ses deux derniéres années.
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Annexes

On se propose de visualiser les mouvements de systémes de ressorts triangulaires,
avec différentes conditions initiales

FIGURE 2.7 — Evolution du systéme triangulaire avec des masses proportionelles

dans le temps

Conditions initiales | Mobile A | Mobile B | Mobile C

Position de x -0.2 0.2 — (%) * T, — (%) * T
Position de y -0.2 -0.2 — <Z_Z> * Yy — <%> £ Uy
vitesse x 0 0 0

vitesse y 0 0 0

masse 1 1 1

On remarque qu’avec des masses proportionelles, la coordonnée en y de A et B est
égal a tout instant, et la coordonnée = de A et B est symétrique a tout instant.

En revanche, la coordonnée z de C' est invariable en fonction du temps et la
coordonée y de C' a 2 fois plus d’amplitude que celles de A et B
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FIGURE 2.8 — Evolution du systéme triangulaire avec deux masses égales et une
masse différente, mp = 2my4 = 2m¢

Conditions initiales | Mobile A | Mobile B | Mobile C

Position de x -0.2 0.2 —| e |k, — zb * @Iy,
Position de y -0.2 -0.2 —| 5| *Ya— % * U
vitesse x 0 0 0

vitesse y 0 0 0

masse 1 2 1

On remarque qu’en augmentant I'une des trois masses, seule la masse supérieure
(mp) conserve sa trajectoire linéaire alors que les deux autres auront des trajec-
toires qui semble tendre vers des trajectoire circulaires ou elliptiques. Il faudrait
faire une analyse sur une période de temps plus longue pour en avoir la certitude

Nous remarquons que la vitesse en y, v, effectue une sorte de "spirale" en fonction
de y ce qui rend 'analyse du mouvement compliquée.

34
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FIGURE 2.9 — Evolution du systéme triangulaire avec trois masses égales et une
vitesse initiale sur A, v, = 0.5 et v, =0

Conditions initiales | Mobile A | Mobile B | Mobile C

Position de x -0.2 0.2 —| B | xxe— Z—i * Ty,
Position de y -0.2 -0.2 —| m | *Ya— z—’c’ * Up
vitesse x 0.5 0 0

vitesse y 0 0 0

masse 1 1 1

On peut remarquer que 'apparition d’une vitesse initiale suivant x sur le mobile
A implique un déplacement du systéme entier suivant I’axe = dans le temps.

Cependant, ’apparition de cette vitesse initiale sur I’axe des x n’a aucune incidence
sur la coordonnée y de chaque mobile, car y et v, sont identiques a tout instant
a ceux dans le cas ou il n’y a pas de vitesse initiale et les masses sont identiques
alors que sur la coordonnée z, il semble que les mobiles perdent en amplitude.

Nous pouvons remarquer les premiéres limites de notre modéle, car les mobiles
A et B sont censés se percuter, car i certains instants ¢, on a r, = 1 et a tout
instant, y, = y». Ces limites seront discutés aprés le cas suivant.

35

16 juin 2023



INSTITUT NATIONAL
DES SCIENCES
APPLIQUEES

ROUEN NORMANDIE

INSA

Modélisation systéme masse ressorts

temps.

FIGURE 2.10 — Evolution du systéme triangulaire avec trois masses égales et une
vitesse initiale sur A, v, = v, = 0.5

Conditions initiales | Mobile A | Mobile B | Mobile C

Position de x -0.2 0.2 — (:Z—‘Z) X XLy — (Z—i) * Ty,
Position de y -0.2 -0.2 — <Ziz) * Y — (2—’;) * Up
vitesse x 0.5 0 0

vitesse y 0.5 0 0

masse 1 1 1

Nous pouvons remarquer que donner une vitesse initiale sur les deux coordonnées
r et y a 'un des mobiles va déplacer le systéme entier en fonction du temps sur
les deux coordonées.

Cependant, les amplitudes de mouvement n’ont pas l'air d’avoir changées en x
alors que celles en y de A et B ont considérablement réduits
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FIGURE 2.11 — Evolution du systéme triangulaire avec trois masses égales et une
vitesse initiale sur A et sur B opposées 'une a 'autre

Conditions initiales | Mobile A | Mobile B | Mobile C

Position de x -0.2 0.2 — (%) * T, — (%) * Tp
Position de y -0.2 -0.2 — <ZG) % UYg — (%) * U
vitesse x 0.5 -0.5 0

vitesse y 0 0

masse 1 1 1

On peut remarquer que 'apparition de ces vitesses initiales sur z, les trajectoires
linéaires de A et B dans le cas sans vitesses initiales sont devenus des trajectoires
elliptiques.

La position d’équilibre se rapproche de 0 et 'amplitude des mouvements est plus
grande.

Cependant, nous remarquons ici I'une des limites de notre modéle et programme
car les masses A et B sont censés se percuter a t = 5 par exemple, et donc les
trajectoires seraient complétement changées.

Etant donné que ces conditions initiales montrent des limites physiques, nous avons
comparer les résultats analytiques précédemment montrés avec les résultats obte-
nus avec les solutions obtenus avec la méthode RK4, tels que montrés sur la figure
2.12.
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Nous pouvons remarqué que nos solutions analytiques sont justes étant donné
qu’elles se superposent quasiment a l'identique avec les solutions RK4.

-0.2

temps

FIGURE 2.12 — Evolution du systéme triangulaire avec trois masses égales et une
vitesse initiale sur A et sur B opposées 'une a I'autre, couplé aux solutions RK4

Par conséquent, les limites du modéle sont bien vérifiées et ne proviennent pas de
nos solutions analytiques.
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Détermination du déterminant dans le cas de formes cy-
cliques

On détaille ici le calcul du déterminant pour les formes cycliques. En reprenant la
matrice plus haut :

Lorsque nous écrivons les équations du PFD et que nous passons a la forme ma-
tricielle nous enlevons une ligne et une colonne associée & une des masses. Cepen-
dant, si nous gardons le systéme originel sans tenir compte de ’équation relative
au centre de masse fixe, nous obtenons la matrice B € M, (R) de la forme :

2 -1 -1 .- —1
~1 2 -1
B=—
m
: ~1 2 -1
L I

On remarque que cette derniére est de type circulante et diagonalisable alors :
det(A) = det(PDP™")
= det(A) = det(D)

On remarque que toutes les valeurs propres de A sont valeurs propres de B, ce-
pendant, B posséde une valeur propre de plus a cause de sa dimansion qui, du fait
de sa géométrie est égale a 0. Pour le calcul des valeur propres de A, on utilisera
celui des valeurs propres de la matrice circulante B qui sont définies comme étant
égales aux racines de l'unité telles que Vk € {0,...,n—1}, v, = 2 —2cos(%Z) avec
n la taille de la matrice, on retrouve ainsi :

U1
D= "
Up—1
=
= det(A) = o g Uk
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Avec :

n—1 n—1 Qkﬂ
Hvk = H 2(1 — COS(T))
k=1 k=1

n—1 n—1
2k
= =t 1— =
gvk g( cos( " )

n—1 n—1
_ : 2ikm
= vak:2” 1HRe(eOZ—e n)
k=1 k=1

Avec les formules d’Euler, on obtient :

n—1 n—1
n—1 ikw ., _kﬂ—
= = n R
Hvk 2 H Re(e n 2isin( " )
k=1 k=1
" = kw km kw
n—1 . .. .
= - — >z il il
Hvk 2 HRe( 2i(cos( . ) + isin( " )) sin( " )
k=1 k=1
n—1 n—1 kr
2n—2 - 2
= - il
H v = 2 H sin( - )
k=1 k=1
Déterminons a présent la valeur de [[;—; sin(£7)
S km. Yqem —e W
[Tsn"™) =I5
k=1 k=1
n—1 n—1
. kﬂ_ 1 ik _ ikm
= Hsm(z) = @i (en —e )
k=1 k=1
n—1 kr 1 n—1
_ ikw 2ikm
= Hsm(z) = G He n(en —1)
k=1 k=1
n—1 n—1
kﬂ— ]. im(n—1) 2ikm
= Hsm(q) = (22,)”_16 (e7n —1)
k=1 k=1
n—1 kr 1 n—1
o . n—1 2171:7r .
= [[sin(~>) = L [T )
k=1 k=1
n—1 - 1 n—1 i
A\ — n— 2ikm
= Hsm(?) — (%)H(_@) = [Ja—e)
k=1 k=1
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L 1 b
. 2ikm
= Hsm(z) = 5 (I—en)
k=1 k=1
" kn n
= Hsin(ﬁ) = o
k=1
n—1
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Code Pascal pour le triangle

program troismasseslibre;

uses math;
type complexe = record
re Double;
im Double;
end ;
type vecteur6 = record
za complexe;
zb complexe;
zC complexe;
vza complexe;
vzb complexe;
vZzc complexe;
end ;
var ma , mb , mc , 112x , 113x, 112y , 113y double;
k,wa_sqr ,wb_sqr,wc_sqr Single;
Yn , Yanalytique vecteur6;
i word ;
t , mu ,M , W: Double;
F Text;
za_0 , zb_0, zc_0O0, vza_O , vzb_0, vzc_O ,A,B,C,D
complexe;
const dt = 0.5;
function addcomplexe(zl,z2 complexe) complexe;
begin
addcomplexe.re := zl.re + z2.re;
addcomplexe.im := zl.im + z2.im;
end ;
function multcomplexe (z complexe ; a double)
complexe;
begin
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multcomplexe.re a x z.re;

multcomplexe.im := a * z.im;

end ;

function addvecteur (vl,v2 : vecteur6) : vecteur6;
begin

addvecteur. za addcomplexe(vl.za,v2.za);
addvecteur.zb addcomplexe(vl.zb,v2.zb);
addvecteur.zc := addcomplexe(vl.zc,v2.zc);
addvecteur.vza := addcomplexe(vl.vza,v2.vza);
addvecteur .vzb addcomplexe(vl.vzb,v2.vzb);
addcomplexe(vl.vzc,v2.vzc);

addvecteur .vzc
end ;

function multvecteur(v : vecteur6 ; a : double)
vecteur6;
begin
multvecteur. za
multvecteur.zb
multvecteur.zc

multcomplexe(v.za,a);
multcomplexe(v.zb,a);
multcomplexe(v.zc,a);
multvecteur.vza := multcomplexe(v.vza,a);
multvecteur.vzb multcomplexe (v.vzb,a);
multcomplexe(v.vzc,a);

multvecteur.vzc
end ;

function applyf( A : Vecteur6) : Vecteur6; // equation
differentiel

begin

applyf.za := A.vza;

applyf.zb := A.vzb;

applyf.zc := A.vzc;

applyf.vza := multcomplexe (addcomplexe (A.zc,addcomplexe(
A.zb,multcomplexe(A.za,-2.0))) ,wa_sqr);

applyf.vzb := multcomplexe (addcomplexe (A.zc,addcomplexe(
A.za,multcomplexe(A.zb,-2.0))) ,wb_sqr);

applyf.vzc := multcomplexe (addcomplexe (A.zb,addcomplexe(
A.za,multcomplexe(A.zc,-2.0))),wc_sqr);

end ;

procedure rk4(var Y : Vecteur6 );
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var Yb , Yc , Yd : Vecteur6;
Ki , K2 , K3 , K4 , K : Vecteur6;

begi

Yb :=Y;

Yc = Y,

Yd := Y,

K1 := applyf(Y);

Yb := addvecteur (multvecteur (multvecteur (K1,dt) ,0.5),Y);
K2 := applyf(Yb);

Yc := addvecteur (multvecteur (multvecteur (K2,dt) ,0.5),Y);
K3 := applyf (Yc);

Yd := addvecteur (multvecteur (K3,dt),Y);

K4 := applyf(Yd);

K := addvecteur (K1,multvecteur (K2,2.0));

K := addvecteur (K,multvecteur(K3,2.0));

K := addvecteur (K,K4) ;

K := multvecteur(K,dt/6.0);

Y := addvecteur (Y,K);

end ;

procedure resultat(Y ,Yan : vecteur6 ; t : Double);
begin

write(F,t:0:2);
write(F,’ L) ;

write(F,Y.za.re:0:5);

write(F,’Lu’);

write(F,112x + Y.zb.re:0:5); //rkd
position x

write(F,’ L) ;

write(F,113x + Y.zc.re:0:5);

write(F,’Lu’);
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write(F,Y.za.im:0:5) ;

write(F,’,u’);

write(F,112y + Y.zb.im:0:5);
position y

write(F,’,u);

write(F,113y + Y.zc.im:0:5);

write(F,’,u’);

write(F,Y.vza.re:0:5);
write(F,’ L) ;
write(F,Y.vzb.re:0:5);
vitesse x
write(F,’Lu’);
write(F,Y.vzc.re:0:5);
write(F,’ L) ;

write(F,Y.vza.im:0:5) ;
write(F,’,u’);
write(F,Y.vzb.im:0:5) ;
vitesse y
write(F,’ L) ;
write(F,Y.vzc.im:0:5) ;
write(F,’,u’);

write(F,Y.za.re:0:5);

write(F,’ L) ;

write(F,112x + Y.zb.re:0:5);
position y

write(F,’Lu’);

write(F,113x + Y.zc.re:0:5);

write(F,’ L) ;

write(F,Y.za.im:0:5) ;

write(F,’Lu’);

write(F,112y + Y.zb.im:0:5);
position y

write(F,’ L) ;

writeln(F,113y + Y.zc.im:0:5);

end ;

//rk4d

//rkd

//rk4d

//analytique

//analytique
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146

147

148 function analytique(t : Double) : vecteur6;

149 begin

150 analytique.za.re := A.re * cos(W * t) + B.re * sin(W * t
)

151 analytique.za.im := A.im * cos(W * t) + B.im * sin(W * t
)5

152 analytique.zb.re := C.re * cos(W * t) + D.re * sin(W * t
)

153 analytique.zb.im := C.im * cos(W * t) + D.im * sin(W * t
)

154 analytique.zc.re := - (ma / mc) * analytique.za.re - (mb
/ mc) * analytique.zb.re;

155 analytique.zc.im := - (ma / mc) * analytique.za.im - (mb
/ mc) * analytique.zb.im;

156 end;

157

158 procedure initialisation();

159 begin

160 ma := 1;

161 mb := 1;

162 mc := 1;

163

164 k := 0.1;

165

166 112x := 1.0;

167 112y := 0;

168 113x := 0.5;

169 113y := 0.75;

170

171 za_0.re := -0.2;

172 za_0.im := -0.2;

173 zb_0.re := 0.2;

174 zb_0.im := -0.2;

175 zc_0O0.re := - (ma / mc) * za_0O.re - (mb / mc) * zb_0.re;

176 zc_0.im := - (ma / mc) * za_0.im - (mb / mc) * zb_0.im;;

177 vza_O.re := 0.5;

178 vza_0.im := O0;

179 vzb_0.re := -0.5;
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180 vzb_0.im := O0;

181 vzc_0O0.re := 0;

182 vzc_0.im := O;

183

184 wa_sqr := k/ma;

185 wb_sqr := k/mb;

186 wc_sqr := k/mc;

187

188

189 mu := (ma * mb * mc) / (ma + mb + mc);
190 M := sqrt(mu / 3);

191 W := sqrt(k / M);

192

193 A := za_0;

194 B := multcomplexe(vza_0 , 1/W);
195 C := zb_0;

196 D := multcomplexe(vzb_0 , 1/W);
197

198 Yn.za := za_0;

199 Yn.zb := zb_0;

200 Yn.zc := zc_0;

201 Yn.vza := vza_O0;

202 Yn.vzb := vzb_O0;

203 Yn.vzc := vzc_0;

204

2056 Yanalytique.za := za_0;
206 Yanalytique.zb := zb_0;
207 Yanalytique.zc := zc_0;
208 Yanalytique.vza := vza_0;
209 Yanalytique.vzb := vzb_0;
210 Yanalytique.vzc := vzc_0;
211 end;

212

213 begin

214 initialisation();

215

216 t := O0;

217 Assign(F,’resultat.txt’);
218 Rewrite (F) ;
2199 for i := 1 to 50 do
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220 begin

221 Yanalytique := analytique(t);
222 resultat (Yn, Yanalytique,t);
223 rk4 (Yn) ;

224 t = t + dt;

225 end ;

226 close(F);

227 end.
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Recherche des valeurs propres a 1’aide de la méthode de Ja-
cobiGivens

Pour détermier les valeurs propres de la matice, on uilise un progamme qui reprend
la méthode de Jacobi Givens codé en python.

Aprés execution du programme sur ’ordinateur de ’enseignant responsable, le ter-
minal retourne le résultat suivant :

mochook—pro-de-BG :mozze-ressort bgd lpv

python JocobiGivens.py

[-8.99999999099900922 , -3.6666666666666647, 6.196464041A353613e-17] [[ 7.87106781s-A1 -3.659274473e-01  6.A302265%-01]
[ 1.99395305e-16  5.52802865e-01 B.22232968e-01]

[ -7.68716678e-01 -3.69274473e-01  6.0362268%-01]]

machook-pro-de-BG inasse-ressort bal [

FIGURE 2.13 — Résultats numériques de la diagonalisation
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