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Objectifs du projet (10 lignes maxi) :

* Etude des différents types de mouvements d'un oscillateur en fonctions des
conditions initiales

* Etude des mouvements avec les frottements linéaires et quadratiques
* Modéliser le comportement du pendule

Mots-clefs du projet (4 maxi) :

- Pendule

- Oscillations

- Frottements

- Equation différentielle
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. INTRODUCTION

Qu’est ce qu’un pendule ?

Est considéré comme un pendule tout objet oscillant librement autour d’'un axe horizontal
sous la seule action de la pesanteur, qualifié de pendule pesant.

Dans notre étude, nous nous sommes penchés sur le cas d’'un pendule simple, un
pendule théorique dont la masse du fil reliant I'objet au bati est négligeable et dont la
longueur est inextensible.

Au XVlléme siécle, le temps n’était pas défini de maniére précise. C’est alors que le
pendule apparut.

Les scientifiques comme Galilée, Kepler, Descartes ou Newton sont a l'origine de ces
découvertes.

Galilée réalisa une premiére horloge avec un pendule comme régulateur, et fut suivi par
Christiann Huygens :

C’est de cette découverte que vient I'expression « pendule » pour parler d’une horloge.

STPI/P6/2022- 18 5
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2. METHODOLOGIE / ORGANISATION DU TRAVAIL

Répartition des taches :

- Lou-Anne:
« Etude des mouvements généraux, des cas avec frottements (linéiques et quadratiques)
» Résolution des équations différentielles du mouvement périodique
* Modélisation mouvement critique sur Maple
» Rédaction des formules sur TexMacs
» Poster

- Eleanor :
* Modélisation des mouvements avec le programme Pascal
* Modélisation des mouvements sans frottements
* Modélisation des mouvements avec frottements
» Rédaction du rapport final

- Ghassan:
» Rédaction de la méthode RK4
» Etude du mouvement circulaire
» Etude du mouvement avec frottements

- Wang:
» Etude du mouvement critique
« Modélisation mouvement circulaire sur Maple

STPI/P6/2022- 18 6
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3. TRAVAIL REALISE ET RESULTATS

3.1. ETUDE DES MOUVEMENTS

Nous avons étudié le mouvement d’'un objet de masse m relié a un fil inextensible de
longueur |.

Q.
(
/
—
&

7,
M
x¥ b
mg
Nous en avons déduit les formules suivantes :
Uy = cosOuy + sinfuy,
1p = —sinfuy + cosbu,,
U,=cosbu,. — sinfup
Et leurs dérivées :
ﬂ:—sin0@+cosﬁu’;:u'b ‘m_ﬁ ‘m_éu—;
dd dt dt do ™0
d 'u_é —> . — — —_— e
—~=—cosfu, — sinfu,=—1u, dug due do -
do Y — ——f
— = —=—0U,
dt dg " dt

STPI/P6/2022- 18 7



INSTITUT NATIONAL
DES SCIENCES
APPLIQUEES
ROUEN

INSA

3.2. VITESSE ET ACCELERATION D’UN MOUVEMENT SANS
FROTTEMENTS

On pose le vecteur position : OM=lu,.

L1t 1A vi . o dOM _d(lay) dl - , ,dua, T
On en déduit la vitesse : 57— TOM (dt ):Hu”* 15— 0+ 161y
U= lBuy
avec | une constante.
L di_d(6up) dlp ., db, .  dupa o an o ao
On en déduit Paccalération : St~ dt  — de0uot griwot—g 10=0+1bip — 107,
d=0lip — 1%,
Application de la deuxieme loi de Newton
> F=mad
P+T=md
mg, — T, =m (Bhiy — 16%,)
mg(cosbuiy — sinbiiy) —Ti, = m (Gliy — 16%i,)
On projette :
projection sur projection sur ip:
g cosf — n—:: =—162 — tensiondufil _gsinf= il
On obtient donc :
6+ ;’ sinf =0 — équation différentielle du mouvement sans frottements

STPI/P6/2022- 18
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3.3. CAS D’'UN MOUVEMENT AVEC FROTTEMENTS

Jusque la, nous avons étudié un cas théorique sans frottements. Dans le cas réel, la
masse subit des frottements avec l'air ou un fluide.

Nous allons étudier 2 types de frottements : les frottements linéiques et les frottements
quadratiques.

On va donc introduire un coefficient de frottement k.

3.3.1. FROTTEMENTS LINEIQUES

On applique le principe fondamental de la dynamique : Z F =ma

* Soit T la tension résultante du fil,
* P son poids,
* f la force de frottement :

ﬁ+T+f=mﬁ
f=—kv
gcosb,. — g sinby —%u"r - %vu’}) = Oluy — 1624,

On projette :
projection sur up :

projection sur u,: —gsinf — % 10 =01

T e ; ;
gC050 o o =>0+%51n0+%0=0
=162+ gcost — 1 =0

:>é+wgsin9+%9.:0

avec wg = \/%

Pour un mouvement avec des frottements linéigues, on a donc comme équation
différentielle:

|§+w35in0+%9:0

STPI/P6/2022- 18 9
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3.3.2. FROTTEMENTS QUADRATIQUES

On étudie maintenant le mouvement en introduisant les frottements quadratiques.

On applique une nouvelle fois le principe fondamentale de la dynamique et on obtient :

ﬁ+f+f=mﬁ
f=—K|7|3

15 = [li6w5]| =116] x 1=1/8]
car [ >0 et |up|=1

gcosbi,. — g sinfuy —@u"r - %’l2|9|9d;, = Oliy — 1624,

On projette une nouvelle fois :

.. o projection sur wuy:
projection sur u,.:

- . k'’ AAMA _ A
gcos — 1L — 142 — gsin ——1%|6|6 =6l
71 g =0+ 2sing+=110|0=0

=162 + gcosf —
=>§+wgsin0+%ll|9|9=0

avec wy = %

Pour un mouvement avec des frottements quadratiques.. on a donc comme équation
différentielle :

5+w§sin0+%,l|9'|0.=0

STPI/P6/2022- 18 10
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3.4. RESOLUTION DE L’EQUATIONS DIFFERENTIELLE POUR 3

CAS

On utilise le théoréme de I'énergie mécanique : Pour un mouvement sans frottements,

I'energie mécanique Em se conserve.

On adonc:
Em - Ep + Ec
E,(t) + E.(t) = E,;(0) + E.(0)
—mgl cosf + ml i gl+ml =
g 62 B g 90
= cos0+7——7+7
—2w2cosf + 02 = —2w? + 63
62 = —2w? + 03 + 2wcosh
62 =63 — 2w3(1 — cosb)
do ;
"= \/03 — 2w?(1 — cosh)
\/93—2w2(1 — cosf) ﬂw\/%— 1+ cosf
do
mfo \/ — 1+ cosf

3.4.1. MOUVEMENT PERIODIQUE

l2(90)

2 =lcosa cosa=1—

On pose | —

avec 0 < a <7 et a=0nax 'amplitude maximale

! 1

t_mfo \/—h_lﬂowdd)
1 1

t="Jzlo Tt —coa Y
\/%fo\/ 1+coswd¢

STPI/P6/2022- 18
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On effectue un changement de variable, on pose :

kx = sin2(

[VIE=
~—

w3 TS
dsm(%) dsin(%) dy 1 " d dkx

donc a = Fm Xd——ECOS(?)Xzz dz =k

N dk
d’ou dyp =

5008(7)
_ __sin(0)
pour Yy =0—z= (%) =0
dkx

On obtient donc finalement: ¢ —= Lf“
2wJ0 \/

sen(%)

1
5 cos
k2 —

2
(ka)?

Ona cos(%>= \/1 —sinz(%) =,/1—-a%in%(5) = /1— 2%

Finalement

ifu kdx
wdO /p2k2 4 k2\/1 — 22k2

t =

tzlfu dz
wd0 /1 =221 — 22k2

u=sn(wt)

sin(g) = usn(%) = sn(wt)sn(%)

Nous passons maintenant au calcul de Kk :

cosa=1— 2sin2(%) =1-—2k2

1- 1402

2__1l—cosa __ 29 _ (99)2
grolocoese T3y
k=, 1?2 —ﬁ—sin(g)

“Ag 4 T 2w 2

Donc sin(%) =§—an(wt) avec —-m<f<m

STPI/P6/2022- 18
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3.4.2. MOUVEMENT CRITIQUE |4, = 2w

Nous considérons maintenant le probléme de Cauchy suivant : ¢ +wsinf =0 avec w? :%

Conditions initiales : ¢—0, §(0)=6,>0, 6(t)=6

Bilan énergétique : Ep + Ec = Enm

129'2 12052
Onadonc —5—— -5 > =mglcos§ —mglcosfy

S02=0%+ 21—9(0039 — cosblp)

Posons maintenant - 9 la valeur minimale de  6* , qui représentent I'énergie minimale
nécessaire pour mettre en mouvement la masse. Cette valeur est minimale pour

On obtient :  §, = §2 — 2w2(1 + cosby)
Dans le cas critique, doest égale a0

On a dong : 96=2w*(1+ cosfo)

6% = 02 + 2w?(cosf — cosby)
62 =2w?(1 + cost)

(%)2 =2w*(1 + cosb)

df = \/2w+/1+ cosfdt

dt — 1 de
- V2w /1 ¥ cosf

= ﬁfﬁ avec 1 —cos(¢) = 2sin2(%)

2w 00\/1—sm (%)
it que: sin(2) =, Leos( %) = 2% sin(?) =
Car on sait que: sm(2)—u,2cos(2)—d¢,sm(2>—u

On adonc: t:if“ o=
w sinim

0 u d
wt=[", .
sm 1-u

wt=— sm— du +fu du

1—u?

0o
u du sm— du
Done, [(1===/, *1-mtwt

—th( stl du +wt)

. ] sin(f—,U du
Finalement on a Sm(i) —th(fo T—w +Wt)

STPI/P6/2022- 18 13
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3.4.3. MOUVEMENT CIRCULAIRE 90 > 2w

6+ wsin(f) =0 avecw?=2

l
t=0,6(0)=6p,0(0)=6,>0

On considére le probléme de Cauchy suivant {

Bilan énergétique : Em = Ec + Ep

Le bilan énergétique dans le cas d'un systéeme sans frottement, ou I'énergie mécanique
se conserve, est le suivant :

Em(t) = Ec(t) + Ep(t) = Ec(0) + Ep(0) = Em(0)
02 =02 + 2w (cos(#) — cos(6y))

Posons maintenant _ do_la valeur minimale de 62, qui représentent I'énergie minimale
nécessaire pour mettre en mouvement la masse.

Determinons la valeur de 6, pour laquelle 6% est minimale:

(455),_,. = 0= 22sin(0n) =0 sin(6,) =0 O = (2k + )7, k € Z
donc :

80=(0%)9=s,, = 03 + 2w?(cos(6:m) — cos(6o))

8o=0% — 2w2(1 + cos(bp))

Pour le mouvement circulaire : 5 >0

6% > 8y >0 donc 6 ne s’annule pas.

On suppose que 6y >0 et Oy € |—m; 7

80 =02 — 2w2(1 + cos(6p)) >0

donc 63 > 2w2(1 + cos(fy))

= 09> 0 donc 6 >0 alors  est croissante de Rsur R (signe de 0o = signe de 0)
On sait que : 62 = 63 + 2w?(cos(#) — cos(6p))

0% =03 — 2w*(1 4 cos(6o)) + 2w?(1 + cos(6)) + 2w (cos(8) — cos(8y))
62 = 6y + 2w?(1 4 cos(#))

donc : = /8o + 2w2(1 + cos(0)) = \/03 + 2w?(cos(#) — cos(fp))

STPI/P6/2022- 18 14
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=df = \/8 + 2w(1 + cos(f) ) dt

i do
=dt= v/ 80+ 2w2(1 + cos(0))
0 do
=t(0) = feo /80 + 2w2(1 + cos(6))
042m do o do 0+2x do
t(0+2m) = [, v/ 80+ 2w2(1 + cos(6)) = Jo0 V30 T 202(1 F cos(0)) J /30 + 202(1 + cos(0))
o Voo + 2w2:l + cos(6)) est une fonction périodique donc pour un intervalle de longueur 27l I'intégrale
0

ne change pas.

0+2m o s o - -
donc fg vV 60+ 2w3(1 + cos(0)) “Joo v/ 80 + 2w3(1 + cos(0)) . t(27r) -

donc t(0 +em) =t(0) + t(2m) =t(6) + T
*0(t+T)=0(t) + 2 (mouvement circulaire)

Determinons ¢(6):

0 de X
t(0)= f b o T I T o) par changement de variable
emain(z) | 2==Fel(3)

t(0 3¢ = g¢
( ) fgo v/ 60 +2w?(1 + cos(¥)) fgo \/00 + 2w?(cos(¥) — cos(fp))

+H0 2dx
( ) fsm(T‘]) V1= 12\/02 2w2cos(fp) + 2w2(1 — 2x2)

Or 62 — 2w?cos(bp) + 2w2(1 — 2x2) = 6% — 2w2cos(fp) + 2w? — dw?z?

)2 A9 4222

0% — 2w?cos(0o) + 2w?(1 — 222) = (63 — 2w?cos(bo) + 2w2)(1 iy v 2w2c0:00) i )
On pose:

k2 S 4wz S 4w? ok 4w? 1

62 — 2w2cos(0p) + 2w? o 62 — 2w2cos(0p) + 2w?2 + 4w? T 4w 6 Y

_ru 2dx
donc t(o)_fsin(ez—o) VI =221 - k222,/8, + 4w?

o dx
Enﬁn t(o) \/6 +4w2fsm(?°) V1= 221 — k222
V80 + dw? o sm( ) dz u dz
- O==) " =t T
dx V8o +4w? —+—4w sin da
done o T =2 1O +o & VA=) Fa?)

%Sm(g)%:m(\/smw t(a)+f§‘“( 2) d—)

V-2 - k%)

O<f<m

STPI/P6/2022- 18 15
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t(2m) = &
( 71') feo \/gg + 2w(cos(y) — cos(6o)) fO

0o
\/93 + 2w(cos(y) — cos(fo)) fO \/93 + 2w(cos(y) — cos(fo))

La fonction est 27 périodique donc 'intégrale ne change pas tant que I'intervalle est de longueur 27.

+Hor) = T dy _rbo dy
( 7f) f_” \/9'3 + 2w(cos() — cos(ho)) fo \/93 + 2w(cos(y) — cos(6o))

Par le changement de variable x = sin(%).

On obtient:

i 2 1 dzx sl dx
t(2”)‘¢m<f—wm J ¢m)

. . 1 dz 1 dx
on a une fonction paire donc: [~ S 2/, N ETO T o]

tem)=—2x (2! = —jﬁd%) =
NErE 0 /- k) IO V(- ka2

. g
o e 2 sin| 5= dx 9.
e e (2XK(k)"f° (2)\/m) -

avec K la fonction élliptique compléte de premiere espéce.

=7 ;x(2xK(k)—fsm(%o) _u__)

27 Véo + dw? 0 Vv @ =22)(1 - k%z?)

—_— . ]
*On calcule 6(t) = 2arcsin(sn<Mt i f;'n(5) ¥ m )

pour 0 <t < %
On prolonge par imparité sur —% <t<0pour O(t+T)=6(t)+2m

T T
—3Sisy

STPI/P6/2022- 18
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3.5. MODELISATION INFORMATIQUE

3.5.1. SIMULATION MAPLE

Voici la simulation Maple pour le mouvement périodique, sans frottements.

3.5.1.1. CAS PERIODIQUE

Résolution numérique

2
> eg = diff(8(1), 4, 1) + “T-sm(e(t)) =0,
e in(o
eq = ?8(2] ki Smi () =0 [4)]
i T
> ini=8(0)= > D(8)(0)=0;
i = e(u):%D(e)(u):u @
1> sol = dsalve({eg, ini}, {6(2)}, numeric),
sol = proc(x_rkf45) ... end proc A3
[> sal(1);
“z= 1, 6(¢) = 0.395321238912358, % 8(t) = —2.13405686150319J @
=> sal(0);
lz:n., 8(t) = 1.57079632679490, % 8(t) =u.} )
1> eval(6(2), sol(1));
0.395321238912358 ©)
[> evad([t,8(2) ], s0i(0));
| [0, 1.57079632679450] ()]

Equation du cas périodique sur Maple

> odeplot(sol, |1, 6()],0..12);

; adeplot(sal, [t diff (8(2),¢)],0..12)

1.5
2
1
]
fthefa’
1
0.5
0 /
2 4 g 10 12 1}
2 4 6 8 10 2
f
-05
-1
-1
-15 -2

0(t) (radets)

STPI/P6/2022- 18
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Résolution mathémati

e ) e 2 1+ o 2] )

= s e 2 e £ 2]

> £(0); evalf (%), D() (0); evalf (2);

Equation du mouvement périodique avec la
méthode mathématique

> plot(f£ 0.12)
15

0.5

-05

0(t) (radets)

On a bien des oscillations sans frottements car on a des oscillations sans atténuations.

On a les mémes oscillations de 86 donc la résolution mathématique confirme la résolution

numerique.

3.5.1.2. CAS CIRCULAIRE

2
> by = diff(6(t), 4 ) + ’“T-sin(e(:)) =0
2
eg = ?F 8(t) + %1(2 sin(6(2)) =0

. 8(0)=5D(8)(0) =20,
ini =8(0)=5D(8)(0)=20

=> sol = dsolve( {eq, ini}, {8(2)}, mumeric);
sol = proc(x_rkf45) ... end proc

> soi(1), soi[[ J E]]xpucK[ ))
’! =1, 8(¢) = 24.9693279691155, % 6(t) = 20.08é5476096223‘

[1= 0.316124523656842, 6(¢) = 11.3112891244872, % 8(¢) =20 I]D33137981237l

=> sol(0);
- =5 Y o=
[:_u,em—s., 700 zu‘
> eval(8(1), s0l(1));
24.9693279691155

> ewal([1, 8(4)) s0l(0) )
[0,5.]

vl

Equations du cas circulaire sur Maple

STPI/P6/2022- 18
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> odeplot(sal, [¢,6(2)], 0..0.1580622618); >

8

> f= :—»2-arcsin[JacohiSN(1El -1, %JJ

Ff=t—=2 arcsin[]acobiSN[ 10¢, L n]]

) 20
> F0); evalf (5), DF) (o) evalf (561, 7 5 ) Blwtickc - ) Js evar(o6);
0
0.
20
20.

. . . 1 1
2 arcsm(]acoblSN[2 Elhpuc}{[ e 7:], e n)]

1147270740 107

> T= (%) EllipﬁcK(%);evab"(%);eva[f[%J;

T= % Ellipticl{[ 21—0 n)
0.3161245236
0.1580622613
> plot(£ 0..0.1580622613)

3

> odeplot(sol, (1, diff(8(¢), t) ], 0..0.1580622618)

2008

2006

2004

2002

thefa*

2000

19.98

19.96

1994

0.10

0'(t) (rad/sets)

ao;

ar

0.15

Equations mathématiques du cas circulaire et courbe de

0(t) (radets)

STPI/P6/2022- 18
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Dans le cas circulaire, le pendule dessine des tours autour de son centre. De ce fait, on a
bien une_évolution linéaire de 0.

La courbe 0’ désigne une seule oscillation. 8 augmente puis diminue car le pendule
ralentit en arrivant en haut puis ré-accélere.

3.5.1.3. CAS CRITIQUE

- 2
> pg = diff(8(2), 4, ¢) + 7;— sin(8(t)) =0,
_ & 1 2. _
eq.—?9(11+7ﬂ sin(6(¢)) =0 [6))]

Pi
sqrt(2)

> k= 9(0)= pTi, D(8)(0)=
1

z'm"=8(0}=;—7LD(6)lDI= 7 n2Z @)
=> sol = dsolve( {eg, ini}, {6(2)}, numeric);
sol =proc(x_rkf45) ... end proc 3)
> sel(1),
‘!= 1., 8(2) =2.79801482776689, % 8(:) =0 537042549395949] @)
=> sel(0),
’a‘: 0., 8(¢) = 1.57079632679490, % 8(t) = 2.22144146907919' ®)
> eval(8(2), sol(1));
2.79801482776689 )

BS eval([t, 8(2)] sel(0));
[0., 1.57079632673490] %)

with( ninte )

Equations du cas critique

2 L

Pour I'équation on a choisi ® =
8(0) =5 o Y@ ="5

Pour les conditions initiales on a e /2

On demande une solution de I'équation différentielle avec les conditions initiales
énoncées par une méthode numeérique (rk4) (voir annexe : méthode RK4)

On exécute pour t=1 puis pour t=0 afin de vérifier les conditions initiales.
Ensuite on fait une évaluation de la valeur obtenue pour t= 1 et t=0.

Aprés avoir importé la bibliotheque qui permet de tracer les courbes,on demande
I'affichage de la courbe de 8 en fonction de t puis la courbe de 6’ en fonction de t pour
t compris entre 0 et 20.

> odeplot(sel, [t 6(¢)] 0..20);
10

9
8

7
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>

> odeplot(sal, [t diff(6(2),¢) ], 0..20)

3

25

N

‘
theta' | ¢

05

0’'(t) (rad/s) et (s)

On entre ensuite la fonction que I'on a résolue mathématiquement avec les mémes
parametres.

On demande de calculer la fonction f et sa dérivé pour t=0, on voit que le résultat donné
est une valeur exacte que I'on évalue pour comparer avec les courbes précédentes.

Enfin on affiche la courbe de 6 en fonction de t entre 0 et 20 et on remarque que I'on
obtient une allure différente.

En effet, le maximum de cette courbe correspond a celui du premier palier sur la courbe
obtenue par méthode numérique, correspondant a 11/2. Pour la premiére courbe, on peut
en déduire qu’'aprés avoir parcouru un demi tour (1) en partant de 0, le pendule s’arréte
a sa position d'équilibre /2 puis repart aprés un certain temps comme dans un
mouvement circulaire. On remarque que la différence entre le premier et le deuxiéme
palier vaut 21 (environs 6.28) ce qui correspond a 1 tour.

Avec la méthode mathématique, le pendule reste infiniment a sa position d’équilibre %

> > plot(£ 0.20)
. ( ([ 1 sqri(2) ) P1
> fi=1t-2- anh =0.—/—— —_—
f=1 arcsm‘\t ‘\mll\ 1_)‘2,7( 3 |+ 3 IU, "
1~ 1)
2V
J=1t—2 arcsm| tanh I jl dx + %m 28
_ -+ 1 -
. 0 26
> f(0); evalf (%), D(f) (0), evalf (%),
24
1
7" ’
1.570796327 &
1 =
5 V2 20
2.221441469
18
. , . ol 16
Equatlon mathemathue du cas Crlthue 0 z T T %

0(t) (rad et s) => Pendule qui reste a sa position
d’équilibre infiniment.

A quoi est di cette différence?

La méthode numérique a ses limites telle I'approximation des valeurs comme %
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3.5.1. SIMULATION PASCAL

3.5.1.1. SIMULATION SANS FROTTEMENTS

Pour une simulation sans frottement, on a bien un mouvement périodique sans
atténuations.

0(t) (radets)

0,3
0,2

0,1

0,01
2,01
4,01
01
01
10,01

0
12,01
14,01

U

0
18,01
20,01
22,01

U
4,01
26,01

U

0

-0,1
-0,2

-0,3

3.5.1.2. SIMULATION AVEC FROTTEMENTS QUADRATIQUES

Voici I'allure de la courbe représentant 0 par rapport au temps pour différentes valeurs
de k (coefficient de frottements). On a bien des oscillations qui s’atténuent au cours du
temps et de plus en plus vite quand k croit.

0(t) (radets)

0,25
0,2
0,15
0,1
0,05

-0,05
-0,1
-0,15
-0,2
-0,25

Figure 1: coefficient de frottement k=1
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0(t) (radets)

-0,15

-0,2

Figure 1 : coefficient de frottement k=2

0(t) (radets)

2,52,93,33,74,14,54,95,35,76,16,56,97,37,78,18,58,99,39,7

Figure 1: coefficient de frottement k=10
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3.5.2 EXPLICATION DE LA METHODE RK4

La méthode Runge-Kutta d’ordre 4 et noté RK4 est une méthode d’analyse numérique
d’approximation de solutions d’équations différentielles, elle est la plus précise parmi d’autres
(dont la méthode d’Euler , Les méthodes Runge-Kutta d’ordre 1 et 2) et est donc la plus utilisée.
Celle-ci permet d'obtenir la fonction solution sous forme vectorielle. |l s'agit ensuite de retrouver
les composantes linéaires en revenant sur la vectorisation du probléme de Cauchy.

En effet, La méthode de Runge-Kutta se base sur les méthodes de résolution numériques
d'Euler, qui consiste a calculer une valeur approchée de Y(tn). Il faut alors subdiviser notre
intervalle de résolution en n intervalles égaux, permettant d'atteindre cette valeur approchée pour
tout instant tn = n*h.

Le but de la méthode RK4 est d'améliorer la précision qu'offre la résolution par la méthode
d’Euler, cette derniére permet d'exprimer l'intégrale de tn a tn+1 sous la forme suivante :

Lian

.y(tk+1)_y(tk):f f(t:)’(t))dt

Afin d'affiner ce résultat, qui laisse une erreur d'approximation importante, On se base sur
la méthode Simpson, qui est le fondement de la méthode Runge-Kutta 4.

On considére le probléeme de cauchy suivant :

Y'=F(tY) et Y(t,)=Y, avectE{t,....T}
Y,=Y(t,) ; une approximation de solution Y en t, du probléme de Cauchy.
Yusr = Yo+o(Ki+2K; + 2K3 + Ky)

D’ot:
K,=f(t, ;¥,)

h
Ky=f(tn +5 ; Yu+3Ky)

Ks=f{tn 4% ; Yo +5K3)

Ky=f(tp+h; Y, + hKs)

La méthode est RK4 est la suivante:

Choisissons une subdivision de I’intervalle de temps [to,...,T]

Ona t =t +nh pour n€{0,...,N+1} avec h=TN_—:1°.

On pose aussi :

ou k1, k2, k3 et k4 sont des évaluations des pentes :

* Kj : pente en Yy

* K2 pente évaluée en t, + h /2 en utilisant K1 pour estimer y (tn + h/2)

*Ks pente évaluée en t, + h/2 en utilisant K2 pour estimer y (tn + h/2)

*Ka pente évaluée en t, + h en utilisant Ks pour estimer y (tn + h).

L’idée est que la valeur suivante (Yn+1) est approchée par la somme de la valeur actuelle () et du
produit de la taille de I’intervalle h par la pente estimée.
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1. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Nous avons mené une étude sur les différents mouvements d’oscillations d’un
pendule et nous avons pu modéliser ceux-la grace a des meéthodes et des logiciels
informatiques que nous avons appris a maitriser tout au long de ce projet.

Ce projet fut enrichissant sur le plan technique et humain.
Il nous a permis d’élargir nos connaissances sur les mathématiques et I'informatique.

De plus, il nous a permis de nous rencontrer et de travailler ensemble. En effet, nous ne
nous connaissions pas avant de commencer cet étude du pendule. Cela nous a appris a
travailler en équipe avec des personnes inconnues et apprendre a se connaitre pour
créer une cohésion d’équipe et produire ainsi un travail de qualité.

C’est une compétence nécessaire dans le métier d’ingénieurs d’aujourd’hui que nous
souhaitons tous approfondir dans les années qui viennent.

Enfin, nous souhaitons remercier M. GLEYSE pour son aide et son écoute tout au
long de ce projet, que nous n’aurions pu mener a bien sans sa présence.
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5. ANNEXES

5.1.RESOLUTION DE L’EQUATION AVEC LA METHODE RK4

Maintenant, on résout I'équation suivante en utilisant la méthode RK4 :

.kl . . g
0+—|0]0+—=sin(0)=0
m )

*Conditions initiales: 6(0)=0,, et '6(0)=90 et z(0)=z, (avec 2=0)

o () {1

— Nous avons un probléme de cauchy:

{ Y=Fty) =F60:0) =Ft0:2) p_ telto,T]

y(to) = Yo

gue nous pourrons écrire sous la forme scalaire:

F(t'e'z):<f1(t;9;2)>: z

£6:8:2)) (2|2 - Zsin®)

*Choisissons une subdivision d’intervalle de [#,,T] .

Par exemple si #,=0, nous prenons un pas constant h=f; | — t; pour i€{0;......;N}et t;=ih pour

T
i€{0,......,N+1}avec h= N1 et nous obtenons I’équation récurrente vectorielle dans R?:
}Inz(en’zn)ER2
] h
cequidonne:y ., =y,+ E(K1+2K2 +2K5 + K,)

Avec K;=(k;i;k;5),i={1;...;4} et y, donné.

Et donc: K;=F(z,;y,)

Ko=Flt, + 2y, 42K )
2=y zlyn 2 |

h h
K3=F(tn+§ ' Yn + EKZ)

K4=F(t,+h;y, + hK3)
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En utilisant les fonctions scalaires f; .on obtient :

* Ki=F(t,;y,)=F(t,;0,:z,)

- kll =fi(tn;yn)=fi(tn; en;zn)= <n

—kl
= ko = Bl 0,2,)= —— 12,12, - %m(en)

h h ho (6,\ h(k;
*Ky=Flt, 4= ; Yy = K )=Flt,4—; +—( 1))
2 27, 2'\z,) " 2 \kp,

n

K,=F(t ho [0+ 3k )= F(t LT Ly ) = F(t "o+l hk)
= = =R +—;9,+— 1y T =HEA—, 9+ =%, 3,t—
27t Zn+§k12 ) 211Z 52 ) 21 Z 5
h h h h
—ky, :fl(tn"'E; 0, + 5 on Zn+5k12): Zpt Eklz
o h ho =kl ¢ h

kol =3 042 20 2 ki) = — =zt Skl @, + 2 ki) = Tsin(0,42.2,)

ho ok ho(0,\ h(ky
*Ky=F(t, +—; y,+— K,)=F(t,+—; +— )

2 2 2 Z” 2 k22

h h h
K3:F( tn+5 ; 9n+5k21 ;Zn+5k22)

h
—ky=z, + Ekzz
[ h g . h
—ksp=- P |z, + Ekzz | (z, + Ekzz) - 75'”( en+§k21 )

en k31
* K4=F(t,+h ; y,+hK3)=F( 1, +h; +h )
Zn k3

K4=F(t,+h ; 0,+ hk3; ; z,+ hks)

—ky1=z,+hks,

ki
—>k4z=-;Izn + hksy|(z, + hksy) —%sin( 0,+ hks; )

Nous obtenons les 2 équations récurrentes scalaires suivantes :

9n+1=e

n

h
+g(k1 1#2k o +2ky +ky )

h
Zn+1=Zn+g(k12+2k22+ 2k3y+kyp)
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