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Date de remise du rapport : 11 juin 2022 
Référence du projet : STPI/P6/2022 – 15 
Intitulé du projet : Conduction Thermique  
Type du projet : Modélisation, expérimentation 
 
Objectifs du projet :  
Notre projet a pour sujet d’étude la conduction thermique dans une barre de métal (cuivre). Nous 
avons étudié l’équation de la chaleur en régime stationnaire. Nous avons choisi des conditions limites 
qui se rapprochaient le plus de la réalité. 
 
Pour cela nous avons discrétisé les solutions approchées de l’équation de la chaleur en deux 
dimensions. Nous avons utilisé une technique de maillage, puis avons observé les résultats à l’aide 
d’un programme Python. 
Ensuite, nous avons recherché les solutions exactes et regardé ces résultats sur le logiciel Maple.  
Ainsi nous avons pu comparer ces solutions avec les solutions expérimentales trouvées par les élèves 
des années précédentes.  
 
Mots-clefs du projet : Équation de la chaleur, stationnaire, 2 dimensions, solutions approchées, 
solution exacte 
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1 INTRODUCTION 
 
Ce projet de physique s’inscrit dans le cadre de notre deuxième année en département STPI. Il nous est 
proposé d’étudier par groupe, un phénomène scientifique : la conduction thermique. Il s’agit d’un des trois 
modes de transfert thermique avec la convection et le rayonnement.  
La conduction thermique est un mode de transfert de chaleur provoqué par une différence de température 
entre deux régions d'un même milieu ou entre deux milieux en contact sans déplacement appréciable de 
matière. Elle est en fait due à la diffusion progressive de l’agitation thermique dans la matière.  
Dans notre projet, nous nous intéressons à ce phénomène par le biais d’une surface métallique (cuivre) de 
longueur ! et de largeur " où seule la conduction thermique intervient. Nous travaillerons en régime 
stationnaire (indépendamment du temps) et en 2 dimensions. Nous supposerons la barre isolée de tout autre 
transfert thermique que la conduction au sein d’elle-même. 
En effet, nous avons dû restreindre notre étude tant ce sujet est particulièrement riche. 
Nous allons modéliser l’évolution de la chaleur au sein de cette surface métallique à l’aide d’équations et de 
programmes.  
Pour nous aider, nous avons eu accès aux rapports des années précédentes. Cependant, nous avons adapté le 
sujet à notre vision. 
 
 

2 METHODOLOGIE / ORGANISATION DU TRAVAIL 
 
Nous avons commencé le projet, en lisant les rapports des années précédentes tout en s’appropriant le sujet 
à notre manière. La lecture et la compréhension des rapports, nous a pris quelques semaines. Ensuite, nous 
avons déterminé les aspects du sujet que nous voulions approfondir, puis, nous nous sommes réparties les 
tâches. Ce sujet allie plusieurs compétences. Ainsi chacune a pu y trouver son compte. Le tableau suivant 
explique notre répartition du travail. 
 
Répartition du travail : 

Équation de la chaleur  Lola 
Résolution numérique équation de la chaleur Tout le monde 
Résultat et interprétation de la résolution 
numérique (Python) 

Lucia et Camille 

Résolution exacte de l’équation de la chaleur Lola et Stella 
Résultat et interprétation de la résolution théorique 
(Maple) 

Lola et Stella 

Comparaison des résultats  Tout le monde 
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3 TRAVAIL REALISÉ ET RÉSULTATS 

3.1 Équation de la chaleur  
Dans cette partie, nous allons déterminer l’équation de la chaleur associée à notre problème. Nous nous 
sommes aidées de ce cours [1]. 
 
Considérons un système fermé au repos et indéformable (pas de variation de volume, pas de travail 
mécanique), occupant un volume V	limité par une surface Σ.  
La distribution de température à l’intérieur du volume n’est pas uniforme et évolue au cours du temps. Le 
système n’est donc pas à l’équilibre thermodynamique et est donc le siège de flux de chaleur. 
∅!	: flux de chaleur entrant  
∅"	: flux de chaleur sortant 
∅#$	: flux de chaleur produit dans le volume 
 
Pour établir l’équation qui régit l’évolution de la température en chaque point du volume, nous allons faire un 
bilan d’énergie sur le système c’est-à-dire qu’on applique le premier principe de la thermodynamique (dU =
δQ + δW).  
La variation d’énergie du système entre les instants t	et t + dt est alors :  

dU = δQ = δQ%&' + δQ()' = (∅! − ∅") + ∅#$ 
 
23*+, : quantité de chaleur échangée par le système avec l’extérieur à travers la surface Σ pendant l’intervalle 
de temps 45 
23-., : quantité de chaleur produite par dissipation dans le volume total 6 pendant l’intervalle de temps 45 
 
Puisque le système dans son ensemble n’est pas homogène en température donc pas à l’équilibre, nous ne 
pouvons pas appliquer directement le premier principe d’un point de vue macroscopique. 
Nous allons donc considérer un élément de volume élémentaire, dτ, suffisamment petit de telle sorte que la 
température à l’intérieur puisse être considérée uniforme.  
Le volume élémentaire peut alors être considéré́ à l’équilibre : on parle d’équilibre thermodynamique local. 
 
Volume du système : V =∭dτ	 
Masse contenue dans dτ	: dm = ρ	dτ où ;	est la masse volumique du corps (kg/m3) 
Masse du système : m =∭ρ	dτ	 
 
Variation d’énergie interne de la masse m contenue dans V entre les instants t	et t	 + dt : 
La variation interne par unité de masse du système est : du = c	dT 
Où : 

- u	est l’énergie interne massique. 
- ?	est la capacité thermique massique (en J/K/kg) du matériau. 

 
La variation d’énergie interne pour la masse dm contenue dans le volume élémentaire dτ :  

dm	du = ρ	dτ	du	 = 	ρ	dτ	c	dT	 = 	ρ	dτ	c	
∂T
∂t
	dt 

 
En intégrant sur l’ensemble du volume, on obtient la variation d’énergie interne pour la masse m contenue 

dans V pendant l’intervalle de temps dt	: dU = 	dt	∭ρ	c	
/0
/'
	dτ. 

Soit, par unité de temps : 
12
1'
=∭ρ	c	

/0
/'
	dτ 
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Flux de chaleur (ou puissance calorifique) dissipé à l’intérieur du volume V	: ∅#$ =∭P 	dτ 
Avec P la densité de puissance calorifique (en W/m3) 
 
Flux de chaleur échangé par le système avec l’extérieur à travers la surface Σ	: ∅! − ∅" = ∬−φDD⃗ 	nD⃗ 	dΣ 
 Avec φDD⃗ = −λ	gradDDDDDDDDD⃗ (T)	(transfert de chaleur par conduction – loi de Fourier) où K est la conductivité 
thermique du matériau (en W/m/K) 
Ainsi, ∅! − ∅" = ∬−λ	gradDDDDDDDDD⃗ (T)nD⃗ 		dΣ 
 

Le premier principe 
12
1'
= (∅! − ∅") + ∅#$ s’écrit :  

Lρ	c	
∂T
∂t
	dτ =M−λ	gradDDDDDDDDD⃗ (T)	nD⃗ 	dΣ +LP 	dτ 

 
Théorème d’Ostrogradski : ∀ADD⃗ ,∬ADD⃗ 	nD⃗ 	dΣ = ∭div(ADD⃗ )dτ 
 
En appliquant le théorème d’Ostrogradski pour l’intégrale de surface, on obtient : 

Lρ	c	
∂T
∂t
	dτ =Ldiv Sλ	gradDDDDDDDDD⃗ (T)T dτ +LP 	dτ 

 
Ce bilan constitue l’équation de la chaleur sous forme globale (intégrée sur tout le volume). Il est valable quel 
que soit l’élément de volume dτ. On peut alors écrire l’équation locale de la chaleur, qui permet, après 
résolution, de déterminer la température en tout point du système à chaque instant. 
 
Équation locale de la chaleur : 

ρ	c	
∂T
∂t
= div Sλ	gradDDDDDDDDD⃗ (T)T + P	 

Dans le cas où λ peut etre considérée constante (milieu homogène et λ indépendante de T) : 

ρ	c	
∂T
∂t
= λ	div S	gradDDDDDDDDD⃗ (T)T + P 

	ρ	c	
∂T
∂t
= λ	∆T + P 

∆T	est le Laplacien. 
∂T
∂t
=

λ
ρ	c	

	∆T +
P
ρ	c	

 

 
Dans notre cas, on cherche à déterminer la température en tout point d’une plaque de métal (homogène et 
indéformable) quand la température est stationnaire. On suppose que la conductivité thermique de la plaque 
est constante.  

En régiment stationnaire : 
/0
/'
= 0 (le terme d’accumulation est nul) 

 

Ainsi l’équation de la chaleur devient : 0 =
3
4	6	
	∆T +

#
4	6	
	↔ −

3
4	6	
	∆T =

#
4	6	
	↔ −D	∆T = f(x, y). 

 
Où : 

- P	est la densité surfacique de chaleur (car on est en 2D) constant compris entre [0, a] × [0, b]. 
- ∆T est le laplacien de la fonction T représentant la température (en deux dimensions dans notre cas). 

- ` =
#
4	6	

 est le terme de source de chaleur.  

- D =
7
89

 (m2/s) est le coefficient de diffusivité thermique du milieu, qui quantifie la vitesse à laquelle se 

diffuse la chaleur à l’intérieur du matériau.  
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3.2 Résolution de l’équation de la chaleur  
Équation de la chaleur en régime stationnaire et en deux dimensions :  

−	D∆T = f(x, y) ↔ −a b
c:d(e, f)

ce:
+
c:d(e, f)

cf:
g = `(e, f) 

 
Cette équation ne dépend plus du temps mais admet une infinité de solutions mathématiques de même que 
toute équation différentielle. Pour fixer la solution physique, il faut définir des conditions limites spatiales. 
 
En cherchant des conditions limites se rapprochant le plus de la réalité, nous avons choisi celles-ci :  

- T(0, y) = T; = 27,1	 

- /0
/<
(x, 0) = 0 

- /0
/<
(x, b) = 0 

- /0
/&
(a, y) = T′= = 1,55 

 
Nous allons dans un premier temps résoudre l’équation de la chaleur numériquement puis nous chercherons 
les solutions exactes. 
 
Données des constantes :  

 Cuivre pur 
Conductivité thermique (W/m/K) 

m 
386 à 279K (6°C) 

 
Capacité thermique (J/K/kg) 

n 
385 

Masse volumique (kg/m3) 
o 

8,96 g/cm³ = 8960 kg/m3 

Coefficient de diffusion (m2/s) 

D =
m
on

 

1,17 × 10>? 

Densité surfacique de chaleur (W/m3) 
p 

7,886 × 10@ 

Terme de source de chaleur  

`(e, f) =
P
ρ	c	

 

0,2286 
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3.2.1 Résolution numérique de l’équation de la chaleur 

Dans cette partie, nous allons discrétiser les solutions approchées de l’équation de la chaleur en deux 
dimensions en utilisant une technique de maillage tel que sur la figure ci-dessous. Enfin, nous observerons les 
résultats à l’aide d’un programme Python.  

Nous choisissons un maillage avec un pas de h pour x et un pas de k pour y avec :  
- x( ∈ [0, a]	et	yA ∈ [0, b] 
- u = 8	v5	w = 3 (Points à l’intérieur du maillage selon x et y) 
- e- = y × ℎ	!{vn	y ∈ [0, u + 1] 

 h = x(BC − x(	 ↔	x(BC = x(	 + h 
 ℎ =

D
EBC

 
- fF = j × k	!{vn	j ∈ [0,M + 1] 

 k = yABC − yA	 ↔	yABC = yA	 + h 

 Ä =
G

HBC
 

 
Nous avons ainsi une subdivision à pas constant d’un segment représentant les valeurs pouvant être prises 
par x, puis par y. 
On notera T(,A	solution approchée de T(x(, y(). 
 
Nous avons utilisé le rapport de l’année précédente [2] et ce cours [3]. 
En faisant un développement de Taylor d’ordre 2 à la fonction T en x, en négligeant le terme d’erreur, on a :  

T(x + h, y) ≃ T(x, y) + h
∂T(x, y)

∂x
+
h:

2
∂:T(x, y)

∂x:
 

T(x − h, y) ≃ T(x, y) − h
∂T(x, y)

∂x
+
h:

2
∂:T(x, y)

∂x:
 

En faisant la somme des deux développements, on obtient :  
∂:T(x, y)

∂x:
≃
T(x + h, y) − 2T(x, y) + T(x − h, y)

h:
 

 
On fait pareil pour la variable y avec un pas de k : 

∂:T(x, y)

∂y:
≃
T(x, y + k) − 2T(x, y) + T(x, y − k)

k:
 

Par discrétisation, l’équation de la chaleur devient :  

−D × b
TÇx( + h, yAÉ − 2TÇx(, yAÉ + T(x( − h, j)

h:
+
TÇx(, yA + kÉ − 2TÇx(, yAÉ + TÇx(, yA − kÉ

k:
g = fÇx(, yAÉ 

 

−D × b
TÇx(BC, yAÉ − 2TÇx(, yAÉ + TÇx(>C, yAÉ

h:
+
TÇx(, yABCÉ − 2TÇx(, yAÉ + TÇx(, yA>CÉ

k:
g = fÇx(, yAÉ 

b 

a 
0 

y 

x 

!"
!# (e, b) = 0 

 

!"
!# (e, 0) = 0 

 

"(0, y) = d0 
 

!"
!* (+, #) = "′!  

 T",$ 
T%,& 

dDK = 1,55 
d; = 27,1 
 

T%," 
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−D × Ñ
T(BC,A − 2T(,A + T(>C,A

h:
+
T(,ABC − 2T(,A + T(,A>C

k:
Ö = f(,A	avec	i ∈ [1, N]	et	j ∈ [1,M] 

 

D × Ñ
−T(BC,A + 2T(,A	 −	T(>C,A

h:
+
−T(,ABC + 2T(,A	 −	T(,A>C

k:
Ö 	= 	 f(,A  

 

á × Ñ
à
âL
(−äMBN,O + ãäM,O	 −	äM>N,O) +

à
åL
(−äM,OBN + ãäM,O	 −	äM,O>N)Ö 	= 	 çM,O  

 

 
On obtient le système d’équations suivant pour N=8 et M=3, écrit sous forme matricielle. 

Grace aux conditions limites, le système se simplifie. 
On a  

- T(0, y) = T;  

- /0
/<
(x, 0) = 0 

- /0
/<
(x, b) = 0 

- /0
/&
(a, y) = T′= 

 
  

 
!!,! 
!#,! 
!$,! 
!%,! 
!&,! 
!',! 
!(,! 
!),! 
!!,# 
!#,# 
!$,# 
!%,# 
!&,# 
!',# 
!(,# 
!),# 
!!,$ 
!#,$ 
!$,$ 
!%,$ 
!&,$ 
!',$ 
!(,$ 
!),$ 

 

1
ℎ! )−+!,# + 2+#,# − +$,#. +

1
/! )−+#,! + 2+#,# − +#,$. 

1
ℎ! )−+%,# + 2+!,# − +#,#. +

1
/! )−+!,! + 2+!,# − +!,$. 

1
ℎ! )−+&,# + 2+%,# − +!,#. +

1
/! )−+%,! + 2+%,# − +%,$. 

1
ℎ! )−+',# + 2+&,# − +%,#. +

1
/! )−+&,! + 2+&,# − +&,$. 

1
ℎ! )−+(,# + 2+',# − +&,#. +

1
/! )−+',! + 2+',# − +',$. 

1
ℎ! )−+),# + 2+(,# − +',#. +

1
/! )−+(,! + 2+(,# − +(,$. 

1
ℎ! )−+*,# + 2+),# − +(,#. +

1
/! )−+),! + 2+),# − +),$. 

1
ℎ! )−++,# + 2+*,# − +),#. +

1
/! )−+*,! + 2+*,# − +*,$. 

1
ℎ! )−+!,! + 2+#,! − +$,#. +

1
/! )−+#,% + 2+#,! − +#,#. 

1
ℎ! )−+%,! + 2+!,! − +#,!. +

1
/! )−+!,% + 2+!,! − +!,#. 

1
ℎ! )−+&,! + 2+%,! − +!,!. +

1
/! )−+%,% + 2+%,! − +%,#. 

1
ℎ! )−+',! + 2+&,! − +%,!. +

1
/! )−+&,% + 2+&,! − +&,#. 

1
ℎ! )−+(,! + 2+',! − +&,!. +

1
/! )−+',% + 2+',! − +',#. 

1
ℎ! )−+),! + 2+(,! − +',!. +

1
/! )−+(,% + 2+(,! − +(,#. 

1
ℎ! )−+*,! + 2+),! − +(,!. +

1
/! )−+),% + 2+),! − +),#. 

1
ℎ! )−++,! + 2+*,! − +),!. +

1
/! )−+*,% + 2+*,! − +*,#. 

1
ℎ! )−+!,% + 2+#,%−+$,%. +

1
/! )−+#,& + 2+#,% − +#,!. 

1
ℎ! )−+%,% + 2+!,% − +#,%. +

1
/! )−+!,& + 2+!,% − +!,!. 

1
ℎ! )−+&,% + 2+%,% − +!,%. +

1
/! )−+%,& + 2+%,% − +%,!. 

1
ℎ! )−+',% + 2+&,% − +%,%. +

1
/! )−+&,& + 2+&,% − +&,!. 

1
ℎ! )−+(,% + 2+',% − +&,%. +

1
/! )−+',& + 2+',% − +',!. 

1
ℎ! )−+),% + 2+(,% − +',%. +

1
/! )−+(,& + 2+(,% − +(,!. 

1
ℎ! )−+*,% + 2+),% − +(,%. +

1
/! )−+),& + 2+),% − +),!. 

1
ℎ! )−++,% + 2+*,% − +),%. +

1
/! )−+*,& + 2+*,% − +*,!. 

 

a × = 
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Développement de Taylor d’ordre 1 :   

- d(x − h, y) ≃ T(x, y) − h
/0(&,<)
/<

 

 d(a − h, y) ≃ T(a, y) − hTK= 

TK= ≃
0(=,<)>0(=>R,<)

S
  

 

- T(x, y − k) ≃ T(x, y) − k
/0(&,<)
/<

 

k
/0(&,<)
/<

≃ T(x, y) − T(x, y − k)  
/0(&,T)
/<

= 0 ↔ T(x, b) − T(x, b − k) = 0 ↔ T(x, b) = T(x, b − k)  

- T(x, y + k) ≃ T(x, y) + k
/0(&,<)
/<

 

k
/0(&,<)
/<

≃ T(x, y + k) − T(x, y)  
/0(&,;)
/<

= 0 ↔ T(x, 0 + k) − T(x, 0) = 0 ↔ T(x, 0 + k) = T(x, 0)  

 
C’est-à-dire : 

- T;,A = T; 

- 0*,+>0*,-,+
S

= TK= 
- T(,T = T(,T>C	 
- T(,C = T(,; 

 
Ainsi, le système matriciel devient :  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
On peut écrire une matrice A et des vecteurs x et b tel que ée = ".

 
!!,! 
!#,! 
!$,! 
!%,! 
!&,! 
!',! 
!(,! 
!),! 
!!,# 
!#,# 
!$,# 
!%,# 
!&,# 
!',# 
!(,# 
!),# 
!!,$ 
!#,$ 
!$,$ 
!%,$ 
!&,$ 
!',$ 
!(,$ 
!),$ 

 

1
ℎ! )−+!,# + 2+#,#. −

1
h! T$ +

1
/! )−+#,! + +#,#. 

1
ℎ! )−+%,# + 2+!,# − +#,#. +

1
/! )−+!,! + +!,#. 

1
ℎ! )−+&,# + 2+%,# − +!,#. +

1
/! )−+%,! + +%,#. 

1
ℎ! )−+',# + 2+&,# − +%,#. +

1
/! )−+&,! + +&,#. 

1
ℎ! )−+(,# + 2+',# − +&,#. +

1
/! )−+',! + +',#. 

1
ℎ! )−+),# + 2+(,# − +',#. +

1
/! )−+(,! + +(,#. 

1
ℎ! )−+*,# + 2+),# − +(,#. +

1
/! )−+),! + +),#. 

−1hT
,- +

1
ℎ! )+*,# − +),#. +

1
/! )−+*,! + +*,#. 

1
ℎ! )−+!,! + 2+#,!. −

1
h! T$ +

1
/! )−+#,% + 2+#,! − +#,#. 

1
ℎ! )−+%,! + 2+!,! − +#,!. +

1
/! )−+!,% + 2+!,! − +!,#. 

1
ℎ! )−+&,! + 2+%,! − +!,!. +

1
/! )−+%,% + 2+%,! − +%,#. 

1
ℎ! )−+',! + 2+&,! − +%,!. +

1
/! )−+&,% + 2+&,! − +&,#. 

1
ℎ! )−+(,! + 2+',! − +&,!. +

1
/! )−+',% + 2+',! − +',#. 

1
ℎ! )−+),! + 2+(,! − +',!. +

1
/! )−+(,% + 2+(,! − +(,#. 

1
ℎ! )−+*,! + 2+),! − +(,!. +

1
/! )−+),% + 2+),! − +),#. 

−1hT
,- +

1
ℎ! )+*,! − +),!. +

1
/! )−+*,% + 2+*,! − +*,#. 

1
ℎ! )−+!,% + 2+#,%. −

1
h! T$ +

1
/! )+#,% − +#,!. 

1
ℎ! )−+%,% + 2+!,% − +#,%. +

1
/! )+!,% − +!,!. 

1
ℎ! )−+&,% + 2+%,% − +!,%. +

1
/! )+%,% − +%,!. 

1
ℎ! )−+',% + 2+&,% − +%,%. +

1
/! )+&,% − +&,!. 

1
ℎ! )−+(,% + 2+',% − +&,%. +
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3.2.2 Résultats et interprétation de la résolution numérique  

Nous allons calculer les solutions de ce système matriciel avec Python. Nous avons repris le programme 
de l’année dernière et l’avons adapté à nos conditions. 
Le programme utilise la méthode de la factorisation de Cholesky. Cette méthode est valable seulement 
pour des matrices symétriques définies positives.  
 
Une matrice symétrique est une matrice carrée qui est égale à sa propre transposée, c'est-à-dire telle 
que !!,# = !#,!  pour tous i et j compris entre 1 et n, où les !!,#  sont les coefficients de la matrice et n 
est son ordre. La matrice transposée de A est obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A. 
En effet, la matrice A est une matrice symétrique, elle est égale à sa transposée. 
 
De plus, les déterminants des sous-matrices principales (annexe 1) sont à chaque fois, une somme de 
fractions composées d’un nombre positif au numérateur et de h et k élevés à une puissance paire au 
dénominateur. Ainsi, A est définie positive car tous déterminants des sous-matrices sont strictement 
positifs. Pour les déterminer, on a utilisé ce site internet [4]. 
 
Finalement, la matrice A respecte bien les conditions de Cholesky. On peut donc lui appliquer le 
programme Python pour trouver la valeur de la température en chaque point du maillage. 
 
Nous avons trouvé la méthode de factorisation de Cholesky ici [5]. 
Méthode de la factorisation de Cholesky utilisée par le programme Python : 
On fournit au programme la matrice A et b (matrices de la page précédente). 
Comme A est une matrice symétrique définie positive il existe au moins une matrice réelle triangulaire 
inférieure L telle que : # = $$$. Ainsi le programme détermine la matrice : 
 
 
 $ =     et sa transposée $$. 
 
 
 

Ensuite, pour la résolution du système linéaire #% = &, le système devient $$$% = & ↔ ( $) = &	(1),
$$% = )	(2). 

Le programme résout le système (1) pour trouver le vecteur ), puis le système (2) pour trouver le 
vecteur x. La résolution est facilitée par la forme triangulaire des matrices.  
 
Résultats de la résolution numérique avec Python :  

Température (°C) 
1 2 3 4 5 6 7 8 

34,15795292 40,33776922 45,63944892 50,06299199 53,06299199 56,2756683 58,06480153 58,97579814 
 

 
Figure 1: Résultats Python 
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Figure 2: Répartition des températures 

On obtient la répartition de températures ci-dessus. On remarque que la température est faible sur le 
bord gauche de la plaque comme précisé dans les conditions limites. Celle-ci augmente pour atteindre 
sa valeur maximum sur le bord droit.  
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3.2.3 Résolution exacte de l’équation de la chaleur 

Dans cette deuxième partie, nous avons recherché la solution exacte de l’équation de la chaleur et 
regardé le résultat sur le logiciel Maple. Nous nous sommes aidées du rapport de l’année précédente 
[6]. 
 
Dans un premier temps, on pose une variable : V(x, y) = T(x, y) − ξ(x, y) pour pouvoir se ramener à 
des conditions limites homogènes c’est-à-dire que : 

- V(0, y) = 0 
- %&

%'
(x, 0) = 0 

- %&
%'
(x, b) = 0 

- %&
%(
(a, y) = 0 

 
On cherche à trouver ξ(x, y). 
 
On sait que : %&

%(
(a, y) = %)

%(
(a, y) − %*

%(
(a, y) = 0 ainsi  %*

%(
(a, y) = %)

%(
(a, y) = T′+. 

Donc ξ(x, y) = T′+x + φ(y). 
 
De plus, V(0, y) = 0	d′où	ξ(0, y) = T(0, y) − V(0, y) = T, − 0 =	T, et ξ(0, y) = φ(y) = T(0, y) =
	T,. 
 
Ainsi, ξ(x, y) = T′+x + φ(y) = 	T′+x + T,. 
 
 %&
%'
(x, y) = %)

%'
(x, y) + %*

%'
(x, y) = %)

%'
(x, y) donc %&

%'
(x, b) = %)

%'
(x, b) = 0 et %&

%'
(x, 0) = %)

%'
(x, 0) = 0 

 
 
Résolvons d’abord l’équation de la chaleur sans second membre avec notre nouvelle variable V :  
−DA%

!&((,')
%(!

+ %!&((,')
%'!

B = 0  
 
On utilise la méthode de séparation des variables.  
On pose V comme produit de deux fonctions : V(x, y) = g(x)h(y) 
 
Puis, on dérive deux fois la fonction V, selon x et selon y : 

- %!&
%(!

(x, y) = %!/(()
%(!

h(y) = g’’(x)h(y) 

- %!&
%'!

(x, y) = %!0(')
%(!

g(x) = g(x)h’’(y) 
 
Donc on obtient : 

−DFh(y)g11(x) + h11(y)g(x)G = 0 
g11(x)h(y) + g(x)h11(y) = 0 

g11(x)
g(x) +

h11(y)
h(y) = 0 

/""(()
/(()

= − 0""(')
0(')

= −k avec	k > 0 
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Nous pouvons ainsi en déduire des solutions de l’équation différentielle :  
g11(x)
g(x) = −k ↔ g′′(x) + k	g(x) = 0 

 
 
On obtient alors la solution homogène :  

g(x) = αcos(k2x) + βsin(k2x)	avec	k23 = k 
 
D’après les conditions limites : 
V(0, y) = 0	 ↔ g(0)h(y) = 0 ↔ g(0) = 0	 ↔ αcos(k2 × 0) + βsin(k2 × 0) = 0 ↔ α = 0 
Ainsi, g(x) = βsin(k2	x)	et	g′(x) = βk2	cos(k2	x). 
 
D’autre part, on a :  

∂V
∂x
(a, y) = 0 ↔ g’(a)h(y) = 0 ↔ g’(a) = 0 ↔ βcos(k2	a) = 0 ↔ k2 =

(2n + 1)π
2a  

Finalement, g4(x) = βsin((3452)6
3+

x). 
On prend les fonctions de bases, ainsi	g4(x) = sin(k2x) = VWX((3452)6

3+
%). 

 
Passons maintenant au second membre. 
 

−D(h4(y)g4′′(x) + h4′′(y)g4(x)) = C4(y)g(x)	 
−D(−h4(y)	k23	sin(k2x) + h4′′(y)sin(k2	x)) = C4(y)sin(k2	x) 

−DAh411(y) − k23h4(y)B = C4(y) 

h4′′(y) − k23	h4(y) = −
C4(y)
D  

 
On suppose f constant donc C4(y) est constant en y.  
On remarque que	h4(y) =

7#
89

 est solution particulière de cette équation différentielle. 
On prend la fonction f(x) constante sur [0, a] on la prolonge sur [−a, a] en fonction impaire puis en 
fonction périodique de période 2a.  
 
Pour trouver C4(y ), on va utiliser les séries de Fourier. 
Soit une fonction f	continue par morceaux et 2π périodiques. On appelle série de Fourier de f la série 
de fonctions :  

]a4(f)cos(nt) + b4(f)sin(nt)
:

4;2

 

a, =
1
2π^ f(t)dt

36

,
 

a4 =
1
π^ f(t)cos(nt)dt	avec	n ≥ 1

36

,
 

b4 =
1
π^ f(t)sin(nt)dt	avec	n ≥ 1

36

,
 

 
 
Ainsi, on a  C4 =

3
+ ∫ f	sin(k2

+
, x)	dx	comme g(x) est une fonction de sin(x) et que f est impaire. 

De plus, C4 =
3<
+ ∫ 	sin(k2

+
, x)	dx	 comme f est constant par rapport à x. 
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C4 =
2f
a a−

1
k2
cos(k2x)b

,

+
 

C4 =
2f
a c−

1
k2
cos(k2a) +

1
k2
d 

C4 =
2f
a	k2

F1 − cos(k2a)G 

C4 =
2f

a	 (2n + 1)π2a
e1 − cosf

(2n + 1)π
2a agh 

i= =
4k

(2X + 1)l 

 
 
On résout ensuite l’équation homogène :	h4′′(y) − k	h4(y) = 0 
Solution homogène : h0(y) = γch(k2y) + δsh(k2	y) 
 
Ainsi on a : 

h4(y) = h0(y) + h>(y) 

h4(y) = γch(k2y) + δsh(k2	y) +
C4
D	k23

 

h4′(y) = γk2	sh(k2y) + δk2ch(k2	y) 
 
D’après nos conditions limites on a : 
%&
%'
(x, 0) = 0	 ↔ g(x)h′(0) = 0 ↔ h′(0) = 0 ↔ γk2	sh(k2 × 0) + δk2	ch(k2 	× 0) = 0 ↔ δ = 0 

Ainsi	h4(y) = γch(k2y) +
7#
?	9$

!	et	h4′(y) = γk2	sh(k2y) 
 
On a aussi : 
%&
%'
(x, b) = 0 ↔ g(x)h’(b) = 0	 ↔ h’(b) = 0 ↔ 	γk2	sh(k2b) = 0 ↔ γ = 0	 

 
Ainsi, on trouve : 

h4(y) =
C4
D	k23

=
16	a3	f	

D	(2n + 1)AπA 

Donc : 

V(x, y) = 	]fsin f
(2n + 1)π

2a xg ×	
16	a3	f	

D	(2n + 1)AπAg
:

4;,

 

V(x, y) = 	
16	a3	f	
D	πA ]e

1
	(2n + 1)A × sin f

(2n + 1)π
2a xgh

:

4;,

 

 
On sait que V(x, y) = T(x, y) − ξ(x, y)	 donc T(x, y) = V(x, y) + ξ(x, y). 
Finalement, on a :   
	

p(q, r) = 	
st	uB	v	
w	xC ]e

s
	(yz + s)C × {|z f

(yz + s)x
yu qgh +

:

D;E

p′Fq + pE 

 
 
  



 

STPI/P6/2022- 15 

17 

3.2.4 Résultats et interprétation de la résolution théorique  

Nous avons ensuite simulé le résultat précédent sur Maple. La feuille de calcul Maple nous permet, 
grâce à une boucle de récupérer un certain nombre de points. 
Cependant, contrairement à ce que nous allons voir dans la partie suivante, nous ne calculons pas les 
valeurs à l'aide d'un maillage, mais nous apposons en quelque sorte un maillage sur notre modèle de 
calcul. Nous utilisons le même maillage que pour la partie précédente.  (annexe 2 : Code Maple) 
 
Dans un premier temps, on a défini les variables (}=, ~=, i=), et diverses constantes :  

- �W, le coefficient de diffusion, 
- ! et &, la longueur et la largeur de la barre, 
- Ä, le terme de source de chaleur. 

Ensuite, on a écrit notre équation différentielle (somme) en remplaçant les différents coefficients 
calculés précédemment. 
Finalement, on a utilisé la commande print pour afficher les températures.  
L’intérieur du maillage contient 3 points en ordonnée. Voulant comparer les résultats théoriques aux 
résultats expérimentaux, on a demandé que seules les températures s’affichent au niveau des capteurs 
c’est-à-dire à j=2.  
 
Résultats de la simulation avec Maple :  

Température (°C) 
1 2 3 4 5 6 7 8 

27,1 33,28982704 38,51269562 42,80522525 46,15290056 48,54271818 50,00675960 50,50075538 
 
On remarque que la température est faible sur le bord gauche de la plaque comme précisé dans les 
conditions limites. Celle-ci augmente pour atteindre sa valeur maximum sur le bord droit.  
 
Modélisation de l’équation de la chaleur : 
Nous avons cherché à modéliser l’équation de la chaleur obtenue pour vérifier la cohérence des 
résultats. 
 

 
Figure 3: Screen de la modélisation de l'équation de la chaleur faite avec Maple 

La figure ci-dessus montre la répartition de la température en 3D. Le plan (x,y) représente la plaque 
tandis que l’axe z représente la température au sein de la plaque. On remarque que la température 
est constante en % = 0 et augmente jusqu’à atteindre sa valeur maximale en % = 0,154 qui est environ 
50,5°C. Cette modélisation est cohérente avec les conditions limites.   
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3.3 Expérience avec appareil de conduction thermique 
L’expérience, faite par les groupes passés [6], consiste à étudier la conduction thermique à travers une 
barre de métal. Ainsi, les composants pour faire cette expérience sont une barre de cuivre de 19,1 cm 
de longueur, 8 capteurs disposés de manière équidistante sur la barre (séparés par 2.2 cm de distance), 
un générateur branché sur un circuit qui permet de chauffer la barre à flux constant et un système de 
refroidissement à eau disposé à l’autre bout de la barre de cuivre afin de garder l’une des extrémités 
à température constante. Enfin, un ordinateur est branché aux capteurs afin de récolter les 
informations de température nécessaires à l’élaboration des courbes. 
Les 8 capteurs qui permettent de relever les différentes températures sont aux positions suivantes : 
- Le capteur 1 à x = 2mm 
- Le capteur 2 à x = 42mm 
- Le capteur 3 à x = 64mm 
- Le capteur 4 à x = 86mm 
- Le capteur 5 à x = 108mm 
- Le capteur 6 à x = 130mm 
- Le capteur 7 à x = 152mm 
- Le capteur 8 à x = 174mm. 
 

 
Figure 4: Appareil de conduction thermique 

 
Résultat de l’expérience récupérés des années précédentes :  
 

 Température (°C) 
Temps 
(s) 

Capteur 1 Capteur 2 Capteur 3 Capteur 4 Capteur 5 Capteur 6 Capteur 7 Capteur 8 

799 27,2 30,5 34,6 38,7 42 46,3 51,2 50,5 

 
 Le capteur 1 (point Ç3,2 de notre maillage) dans leur expérience est situé proche du système de 
refroidissement à eau pour garder la température constante et le capteur 8 (point Ç3,G de notre 
maillage) est à proximité de la source de chaleur (flux constant).  
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3.4 Comparaison des résultats numériques, théoriques et 
expérimentaux 

Enfin, nous avons fait 3 comparaisons.  
Nous avons dans un premier temps comparé les valeurs obtenues par la technique du maillage via 
Python (valeurs numériques) avec celles obtenues par le calcul exact des solutions via Maple (valeurs 
théoriques). Ensuite, on a comparé les valeurs théoriques (Maple) avec les valeurs de l’expérience des 
années précédentes. Finalement, on a fini par comparer les valeurs expérimentales avec les valeurs 
numériques (Python). 
 
 

  
 
Comparaison entre les résultats numériques et théoriques : 
Entre les valeurs numériques et théoriques, la différence de température est globalement constante 
(7°C).  
Cette erreur systématique doit être dû à 2erreurs différentes.  
Pour simplifier le système avec les conditions limites, on a effectué trois développements de Taylor 
d’ordre 1. On a donc des erreurs en o(h) et en o(k) sur les coefficients de la matrice A avant de 
résoudre le système. 
Ensuite, on a résolu le système à la machine. En machine, l’égalité « 0,1 + 0,2 = 0,3 » est fausse. Il 
faut donc prendre en compte les erreurs de stockage des nombres réels. 
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Comparaison entre les résultats expérimentaux et théoriques :  
Les résultats obtenus avec le code Maple sont cohérents avec les résultats expérimentaux de l’année 
2017. Le graphique montre que la différence de température est faible pour les points où la 
température est imposée et atteint une valeur maximale (4°C) pour le point où la température doit 
être déduite grâce aux conditions aux limites. 
Les résultats théoriques sont donc fiables car il se rapproche beaucoup de la réalité.  
 
Comparaison entre les résultats expérimentaux et numériques :  
La différence de température entre les valeurs expérimentales et numériques est la somme de la 
différence entre les valeurs numériques et théoriques et la différence entre les valeurs expérimentales 
et théoriques.  
On observe ainsi une grande erreur qui doit être aussi dû aux approximations importantes faites lors 
de la résolution numérique.  
 
Pour la résolution numérique et théorique, nous avons pris la densité surfacique de chaleur constante 
afin de faciliter nos résolutions numériques et théoriques. Elle ne représente pas la réalité car dans 
l’expérience on a une résistance qui chauffe la plaque ainsi cette densité change en tous points de la 
plaque. Cependant, nos résultats restent assez corrects.  
 
On peut conclure que nos conditions limites prises sont convenables.  
 
 

4 CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES 
 
Durant ce projet, nous avons étudié le phénomène de conduction thermique à travers la modélisation 
de la température au sein d’une plaque de cuivre isolée en milieu stationnaire.  
Ce projet nous a permis d’apprendre plusieurs méthodes de résolutions et de vérifier leur justesse.  
 
Nous avons vu le problème selon 3 angles : physique, mathématiques et informatique. On a ainsi mieux 
compris le phénomène de conduction et chacune a pu étudier ce qu’elle aimait. Camille et Lucia se 
sont penchées sur la résolution numérique, Stella et Lola, la résolution théorique.  
 
Nous pouvons conclure que les différentes méthodes de résolution de l’équation de la chaleur ainsi 
que les conditions limites utilisées sont cohérentes. Nous retrouvons dans les deux cas (numérique et 
théorique) des températures proches de celles expérimentales.   
Les programmes informatiques sont ce qui nous a pris le plus de temps, on avait des erreurs et donc 
des valeurs incohérentes.  
 
Ce projet nous a aussi permis de travailler en équipe, ce qui est une bonne formation pour notre futur 
métier. Communication, entraide et organisation sont les mots-clés dans le travail de l’ingénieur et 
dans le cadre de ce projet. 
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6 ANNEXES 

6.1 Code Maple 
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6.2 Déterminants des sous matrices 
 
 
 

Taille sous-
matrice 

Déterminant sous-matrice 

1 × 1 2
ℎ! +

1
M! 

2 × 2 3
ℎ" +

4
ℎ!M! +

1
M" 

3 × 3 4
ℎ# +

10
ℎ"M! +

6
ℎ!M" +

1
M# 

4 × 4 5
ℎ$ +

20
ℎ#M! +

21
ℎ"M" +

8
ℎ!M# +

1
M$ 

5 × 5 6
ℎ%& +

35
ℎ$M! +

56
ℎ#M" +

36
ℎ"M# +

10
ℎ!M$ +

1
M%& 

6 × 6 7
ℎ%! +

56
ℎ%&M! +

126
ℎ$M" +

120
ℎ#M# +

55
ℎ"M$ +

12
ℎ!M%& +

1
M%! 

7 × 7 8
ℎ%" +

84
ℎ%!M! +

252
ℎ%&M" +

330
ℎ$M# +

220
ℎ#M$ +

78
ℎ"M%& +

14
ℎ!M%! +

1
M%" 

8 × 8 1
ℎ%# +

36
ℎ%"M! +

210
ℎ%!M" +

462
ℎ%&M# +

495
ℎ$M$ +

286
ℎ#M%& +

91
ℎ"M%! +

15
ℎ!M%" +

1
M%# 

9 × 9 2
ℎ%$ +

74
ℎ%#M! +

491
ℎ%"M" +

1316
ℎ%!M# +

1788
ℎ%&M$ +

1352
ℎ$M%& +

589
ℎ#M%! +

146
ℎ"M%" +

19
ℎ!M%# +

1
M%$ 

10 × 10 3
ℎ!& +

116
ℎ%$M! +

914
ℎ%#M" +

3020
ℎ%"M# +

5166
ℎ%!M$ +

5049
ℎ%&M%& +

2947
ℎ$M%! +

1035
ℎ#M%" +

212
ℎ"M%# +

23
ℎ!M%$ +

1
M!&	

 
11 × 11 4

ℎ!! +
164
ℎ!&M! +

1550
ℎ%$M" +

6219
ℎ%#M# +

13160
ℎ%"M$ +

16269
ℎ%!M%& +

12342
ℎ%&M%! +

5840
ℎ$M%" +

1705
ℎ#M%# +

294
ℎ"M%$ +

27
ℎ!M!& 

12 × 12 5
ℎ!" +

220
ℎ!!M! +

2470
ℎ!&M" +

11874
ℎ%$M# +

30548
ℎ%#M$ +

46725
ℎ%"M%& +

44775
ℎ%!M%! +

27479
ℎ%&M%" +

10801
ℎ$M%# +

2663
ℎ#M%$ +

392
ℎ"M!& +

31
ℎ!M!! +

1
M!" 

13 × 13 6
ℎ!# +

286
ℎ!"M! +

3745
ℎ!!M" +

21335
ℎ!&M# +

65768
ℎ%$M$ +

122082
ℎ%#M%& +

144241
ℎ%"M%! +

111421
ℎ%!M%" +

56684
ℎ%&M%# +

18822
ℎ$M%$ +

3973
ℎ#M!& +

506
ℎ"M!! +

35
M!"ℎ! +

1
M!# 

14 × 14 7
ℎ!$ +

364
ℎ!#M! +

5446
ℎ!"M" +

36294
ℎ!!M# +

132391
ℎ!&M$ +

293788
ℎ%$M%& +

420062
ℎ%#M%! +

398993
ℎ%"M%" +

254992
ℎ%!M%# +

109508
ℎ%&M%$ +

31151
ℎ$M!& +

5699
ℎ#M!! +

636
ℎ"M!" +

39
ℎ!M!# +

1
M!$ 

15 × 15 8
ℎ'& +

456
ℎ!$M! +

7644
ℎ!#M" +

58554
ℎ!"M# +

248896
ℎ!!M$ +

650618
ℎ!&M%& +

1108778
ℎ%$M%! +

1273252
ℎ%#M%" +

1001324
ℎ%"M%# +

541156
ℎ%!M%$ +

199484
ℎ%&M!& +

49261
ℎ$M!! +

7904
ℎ#M!" +

782
ℎ"M!#

+
43

ℎ!M!$ +
1
M'& 

16 × 16 1
ℎ'! +

108
ℎ'&M! +

2766
ℎ!$M" +

30996
ℎ!#M# +

183789
ℎ!!M%& +

1454308
ℎ!&M%! +

2182743
ℎ%$M%" +

2244206
ℎ%#M%# +

1599264
ℎ%"M%$ +

790441
ℎ%!M!& +

268554
ℎ%&M!! +

61576
ℎ$M!" +

9243
ℎ#M!# +

862
ℎ"M!$

+
45

ℎ!M'& +
1
M'! 

17 × 17 2
ℎ'" +

217
ℎ'!M! +

5639
ℎ'&M" +

64666
ℎ!$M# +

396516
ℎ!#M$ +

1457793
ℎ!"M%& +

3453437
ℎ!!M%! +

5511264
ℎ!&M%" +

6080129
ℎ%$M%# +

4693575
ℎ%#M%$ +

2537635
ℎ%"M!& +

951917
ℎ%!M!! +

242753
ℎ%&M!"

+
40670
ℎ$M!# +

4229
ℎ#M!$ +

245
ℎ"M'& +

6
ℎ!M'! 

18 × 18 3
ℎ'# +

328
ℎ'"M! +

8723
ℎ'!M" +

103501
ℎ'&M# +

664314
ℎ!$M$ +

2579613
ℎ!#M%& +

6498828
ℎ!"M%! +

11092802
ℎ!!M%" +

13158427
ℎ!&M%# +

10979558
ℎ%$M%$ +

6451515
ℎ%#M!& +

2644820
ℎ%"M!! +

741014
ℎ%!M!"

+
136959
ℎ%&M!# +

15734
ℎ$M!$ +

1005
ℎ#M'& +

27
ℎ"M'! 

19 × 19 4
ℎ'$ +

442
ℎ'#M! +

12116
ℎ'"M" +

149757
ℎ'!M# +

1011174
ℎ'&M$ +

4158910
ℎ!$M%& +

11147786
ℎ!#M%! +

20313170
ℎ!"M%" +

25804969
ℎ!!M%# +

23144583
ℎ!&M%$ +

14685345
ℎ%$M!& +

6537257
ℎ%#M!!

+
2001307
ℎ%"M!" +

406644
ℎ%!M!# +

51597
ℎ%&M!$ +

3645
ℎ$M'& +

108
ℎ#M'! 

20 × 20 5
ℎ"& +

560
ℎ'$M! +

15907
ℎ'#M" +

205461
ℎ'"M# +

1460141
ℎ'!M$ +

6353693
ℎ'&M%& +

18080342
ℎ!$M%! +

35068666
ℎ!#M%" +

47549806
ℎ!"M%# +

45672627
ℎ!!M%$ +

3117489
ℎ!&M!& +

15007927
ℎ%$M!!

+
5003059
ℎ%#M!" +

1115373
ℎ%"M!# +

156438
ℎ%!M!$ +

12285
ℎ%&M'& +

405
ℎ$M'! 

21 × 21 6
ℎ"! +

683
ℎ"&M! +

20173
ℎ'$M" +

272368
ℎ'#M# +

2032766
ℎ'"M$ +

9327464
ℎ'!M%& +

28086362
ℎ'&M%! +

57830947
ℎ!$M%" +

83518405
ℎ!#M%# +

85758749
ℎ!"M%$ +

62838252
ℎ!!M!& +

32653714
ℎ!&M!!

+
11825049
ℎ%$M!" +

2887002
ℎ%#M!# +

447741
ℎ%"M!$ +

39285
ℎ%!M'& +

1458
ℎ%&M'! 

22 × 22 7
ℎ"" +

812
ℎ"!M! +

24976
ℎ"&M" +

351762
ℎ'$M# +

2744708
ℎ'#M$ +

13209518
ℎ'"M%& +

41879448
ℎ'!M%! +

91181319
ℎ'&M%" +

139888662
ℎ!$M%# +

153357998
ℎ!#M%$ +

120626120
ℎ!"M!& +

67692699
ℎ!!M!!

+
26651862
ℎ!&M!" +

7129755
ℎ%$M!# +

1223262
ℎ%#M!$ +

120285
ℎ%"M'& +

5103
ℎ%!M'! 

23 × 23 8
ℎ"# +

948
ℎ""M! +

30360
ℎ"!M" +

443994
ℎ"&M# +

3593432
ℎ'$M$ +

17966902
ℎ'#M%& +

59378300
ℎ'"M%! +

135385955
ℎ'!M%" +

218739856
ℎ'&M%# +

254217750
ℎ!$M%$ +

213635844
ℎ!#M!&

+
129267495
ℎ!"M!! +

55474524
ℎ!!M!" +

16383951
ℎ!&M!# +

3150738
ℎ%$M!$ +

353565
ℎ%#M'& +

17496
ℎ%"M'! 

24 × 24 9
ℎ"$ +

1092
ℎ"#M! +

36348
ℎ""M" +

547650
ℎ"!M# +

4529882
ℎ"!M# +

4529882
ℎ"&M$ +

23026286
ℎ'$M%& +

77096034
ℎ'#M%! +

177650447
ℎ'"M%" +

289554863
ℎ'!M%# +

339023886
ℎ'&M%$ +

286721442
ℎ!$M!&

+
174448323
ℎ!#M!! +

75223863
ℎ!"M!" +

3954362
ℎ!!M!# +

1567822
ℎ!&M!$ +

32435
ℎ%$M'& +

1386
ℎ%#M'! 

 


