Statistiques pour I’'1ingénieur

Propri¢tés d’un estimateur



Echantillon

Inférence statistique
données —— loi

Observation vs mode¢lisation
(X1, %y 5es X0 x,) S, =(X, X0, X, X))

..., n

Définition :
Liste de v.a. 1.1.d.

Non indépendant :
consommation d’eau

Non 1dentiquement distribuées :
exemple : temps entre deux pannes d’un logiciel



Mode¢les d’¢chantillonnage

Vraisemblance
X wv.a. delo1 L(0) (ex. Bernouilli)
L(x,@) = fx (%)
C’est une fonction de « deux » variables

— ¢’est une probabilite (ou densite) - a 0 fixe,
— et une fonctionde 6 - a €chantillon fixe

Echantillon : un n-uple de variables aléatoires
S, =(X,,X,,.. X, X))

Statistique T : une v.a. fonction mesurable de 1 ’échantillon
T=¢(S,)=0(X,X,,...X,,...X,)

Vraisemblance de 1’échantillon

L(X,X50s X0 X,,0) =T f (X))
i=1




[’1infeérence statistique

X wv.a. delo1 L(0) modele : je connais L

inconnue : O

Pour obtenir de I’information sur 0 je tire un échantillon
(X[ X000y X5y X, )

et je calcule une estimation de 0
0 = qo(xl,xz,...,xi,...,xn)

— comment construire @ ?
QUESTIONS — quelle est la précision de I’estimation ?
— comment choisir n ?

Exemple : je cherche I'épaisseur @ d’une plaque
si je la bombarde de radio activité : lI'intensité mesurée X suit

une loi exponentielle de paramétre 1/ 0; |
fX(X):ge 7;0<x



Estimateur - Rappel

X v.a.de Loiparente L avecun (ou des) parameétres
réels inconnus
Une personne vote ou non ‘ X~L(O Loi de Bernouillﬂ

pour un candidat X ~B(p) ; P(X =x)= px(l _p)(l—x)—

p : la « nature »choisie une valeur entre 0 et 1 inconnue du statisticien

(X[ X5 50es Xj5eres X, ) S, =(X,,X,,..X,,..X,)
(1,0,...,1,1,...,0,) Lol jointe : I.i.d
Estimation - Estimateur

[ = ga(xl,xz,...,xi,...,xn) Le statisticien choisit un estimateur

anbuoay|

— 1 n
t=0.60 T:H(Xlﬂ'“Xn):;ZXi

i=1

0 ~B(n, p)/n




Distribution de probabilite
d’un estimateur

0.4

0.35

P(6=0)

Discret

1,(6)

Continu

0.3}

0.251

0.21

0.15¢

011

0.05




Qualites d’un estimateur

Précision d’un estimateur (risque associ€ a un estimateur)
R(O) = E(cout(é, 6’))
, A A2
Le cas quadratique : Cout(é’, 9) = (0 — 9)

r@)=E(0- EQ) )+ £(=60)-0F

- Biais =V + B’
- Variance B E(é’)— 0

Estimateur convergent 02f
Ve>0, lim P(T,-6|>¢)=0

n—>—+0o0

©

5 0 5

Distribution de probabilité d 'un estimateur



Biais d’un estimateur : exemples

parameétre: 1 = E(X) paramétre: o~ =V (X)

_ n . 1 & _
estimateur: X = E > X, | estimateur:S 2 = ” > (X, -X )2
ni=1 i=1

B00="$50) | E(s)= £ ) S0 - E0n- B0
= E(X) = E(X-E(X)) - E(X - E(X))
—V(X)-V(X)/n

(1 - le(X) ="y
n n

. .. ) n 2
estimateur sans biais: S “"=——39

-3 (X, - X)
n—1;5



Comparaison des estimateurs

Exemple : querelle d’experts

monsieur Jean : « il faut prendre le cosinus de la somme des log »
monsieur Louis : « pas du tout, il faut calculer la somme
des inverses »

comment les départager (avant de réaliser I'échantillon) ?
Définition
T, est « préférable » a T,
V0, R(T)<R(T,)
un estimateur « admissible »
Soit ( 7;)._,, une familled'estimateur d'un paramétre

0 estun estimateur admissiblesi 3 tel que

pour cette valeurde @, 6 soit préférable
aux autres estimateurs

Viel{l,n},R(0) < R(T)



Comparaison des estimateurs
Exemple

X~Bp) p=0¢€[0]]
échantillon X, X,,..., X, Risque R;(0)=E [(é I (9)2]

expert] 0, =035 R,(6)=(0,35-0)
expert2 0, = 13X, R,0)=1=9
ni;— n
S X +n/2 |
expert3 6, == R;(0) =
’ n+-/n : 4(\5 + 1)2



Comparaison des estimateurs
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Comparaison des estimateurs

p=0¢l0]1

6, =0,35
A | ®
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ni= w

0.45

0.4L

0.351

0.3}

0.25

0.21

S X, +/n/2
g, = i
n+~/n

).15

x/n

constant

0.1}

).05

0

V

1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Comment choisir ?

1
0.6

1
0.7

1
0.8

1
0.9

1



Quelle strategie ?
] -Estimateur « min-max »

max R;(6) )

Minimiser le risque maximum : mjnk
o ‘0

dans I'exemple c’est &5
Proposition : un estimateur min -max est toujours admissible

mais...difficile a mettre en ceuvre pratiquement !



Quelle stategie ?

2- Champion du monde !
Catégorie « estimateur sans biais »

Estimateur sans biais de variance minimale

Théoreme de Cramer Rao

Caractérise la variance d’un estimateur
a | 'aide d 'une quantité /, : | 'information de Fischer

L : vraisemblance

2 2
I :E{(alnLj }:_Eia inL]
06 0°0




o E(0)=6
Propricte des [O()L(x,0)dx = 0

estimateurs [OCOLx.O)dx _

sans biais 00
jeafmug)

dx =1

OL(x,0)
L(x,0)00
amLue)

[0(x) L(x,0)dx =1

JO(x)

L(x,0)dx =1

1

Covariance [ > E(Q(x)alnL(x Q)j



Estimateur sans biais de variance minimale

‘ Théoreme de Cramer Rao ‘

soit # un estimateur sans biais de u, une fonction de @
| st |
1.1e support de X est indépendant de &

oL . . :
2.% existe et est continue par rapport a &

2
3.1n<9):E[@1ﬂ~ j<oo
06

oL oL
4.— et ©—— 1ntégrables par rapport a &
50 c ”ae g p pp
ALORS |
M'(Q)z
1,(0)

< var(t)



Démonstration

oY

lemme 1

jL(x)dx 1:>I—dx 0

oL

olnL pp

or

06

Oln L
J

L

de=0<:>E(
0 0

Oln L

-

lemme 2

E(Y)=0= cov(X,Y)=E(XY)

In¢galitée de Cauchy —Schwartz
cov(X,Y)* < V(X)V(Y)

I

o5 (0)

oL 6?89
jé (x, )dx:l

oln L(x,0)

E(é %)

06

2
COV( j 8lnL(X,6’)j _1
00

oln L(X,0)

1 < V() V(

06

)

€ est un estimateur sans biais < E ( ) ):

1

Lx,0)dx=1

nL(X,@)j 1

0



Démonstration

4 estun estimateur sans biais <> E(i) = u(0)

lemme 1

oL
L(x)dx=1=|—dx=0
j (x)dx Iagx

OL
or dlnL 59
00 L

jande=o@E(5lnLj=o
06 00

lemme 2
E(Y)=0=cov(X,Y)=E(XY)

Inégalitée de Cauchy — Schwartz
cov(X,Y)* < V(X)V(Y)

OE(i1)

00
aL(x 0)

=u'(0)
u'(0) = [i(x)

_Iu(x)ﬁlnL(x .0)

L(x,0)dx

61nL(X,9)j
00

81nL(X,«9)j2

= E(ﬁ(){)

2 .
“=co X
u V(u( ) 0

u <V (@(X)) V(alnL(X "9)j

06



Estimateur efticace

Définition
un estimateur est dit efficace
 S’il est sans biais et
* Si sa variance atteint la borne de Cramer-Rao

— Un tel estimateur n’existe pas toujours

— 1l faut notamment que les hypothese du théoreme de
Cramer-Rao soient vérifices

— estimateur UMV
(unbiased estimates of minimum variance)



Consequence pratique
(fiche recette)

L
InL
dinL/d6 ——> estimateur « max de vraisemblance

d2InL/d20 ———> minimum ou maximum
...et variance de I'estimateur



