
Statistiques pour l’ingénieur

Propriétés d’un estimateur



Échantillon
Inférence statistique 

données             loi

Observation vs modélisation

Définition : 
Liste de v.a. i.i.d.

Non indépendant : 
consommation d’eau

Non identiquement distribuées : 
exemple : temps entre deux pannes d’un logiciel
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Modèles d’échantillonnage  
Vraisemblance

( ) )(xfx, X=qL
X    v.a.   de loi L(q)      (ex. Bernouilli)

C’est une fonction de « deux » variables
– c’est une probabilité (ou densité) - à q fixé,
– et une fonction de q      - à échantillon fixé
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Échantillon : un n-uple de variables aléatoires

Statistique T : une v.a. fonction mesurable de l ’échantillon

Vraisemblance de l’échantillon



L’inférence statistique
X    v.a.   de loi L(q)      modèle : je connais L

inconnue : q

Pour obtenir de l’information sur q je tire un échantillon

et je calcule une estimation de q
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– comment construire j ?
– quelle est la précision de l’estimation ?
– comment choisir n ?

QUESTIONS

Exemple : je cherche l’épaisseur q d’une plaque
si je la bombarde de radio activité : l’intensité mesurée X suit 
une loi exponentielle de paramètre 1/ q; 
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Estimateur               -           Estimation            

,...,,...,,S           ,...,,...,,    
néchantilloun d'on modèlisati -on réchantillun d'n réalisatio

                                                                     inconnus réels
 paramètres des)(ou un  avec  parente Loi  de  v.a.X 

2121

2121

nini

ninni

XXXXTxxxxt

XXXXxxxx

) (X ~ 

jj

q

==

=

L

L

Estimateur - Rappel

Une personne vote ou non 
pour un candidat

Loi de Bernouilli

p : la « nature »choisie une valeur entre 0 et 1 inconnue du statisticien

Loi jointe : i.i.d 
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t = 0,60

Le statisticien choisit un estimateur
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Distribution de probabilité
d’un estimateur
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Continu                           Discret
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Qualités d’un estimateur
Précision d’un estimateur (risque associé à un estimateur) 

Le cas quadratique : 

- Biais
- Variance

Estimateur convergent
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Distribution de probabilité d ’un estimateur



Biais d’un estimateur : exemples
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 : biais sans estimateur
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Exemple : querelle d’experts
monsieur Jean : « il faut prendre le cosinus de la somme des log »
monsieur Louis : « pas du tout, il faut calculer la somme 

des inverses »

comment les départager (avant de réaliser l’échantillon) ?

Comparaison des estimateurs

Définition
T1 est « préférable » à T2

un estimateur « admissible »



Comparaison des estimateurs
Exemple
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Comparaison des estimateurs
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Les 3 sont admissibles !



Comparaison des estimateurs

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

E(
Ri
sq
ue
)

x/n
...
constant[ ]

nn

nX

X
n

p

n

i
i

n

i
i

+

+
=

=

=

Î=

å

å

=

=

2/
ˆ

1ˆ     

  35,0ˆ       

1,0    

1
3

1
2

1

q

q

q

q

Comment choisir ?



Quelle stratégie ?
1-Estimateur « min-max »

Minimiser le risque maximum :

dans l’exemple c’est q3

Proposition : un estimateur min -max est toujours admissible

mais…difficile à mettre en œuvre pratiquement !
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Quelle statégie ?
2- Champion du monde !

Catégorie « estimateur sans biais »
Estimateur sans biais de variance minimale

Théorème de Cramer Rao

Caractérise la variance d’un estimateur
à l ’aide d ’une quantité In : l ’information de Fischer
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Propriété des 
estimateurs 
sans biais
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Covariance



Estimateur sans biais de variance minimale
Théorème de Cramer Rao
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Démonstration
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Démonstration
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Estimateur efficace
Définition
un estimateur est dit efficace

• s’il est sans biais et
• si sa variance atteint la borne de Cramer-Rao

– Un tel estimateur n’existe pas toujours

– il faut notamment que les hypothèse du théorème de            
Cramer-Rao soient vérifiées

– estimateur UMV 
(unbiased estimates of minimum variance)



Conséquence pratique
(fiche recette)

L

lnL

dlnL/dq                            estimateur « max de vraisemblance

d2lnL/d2q                          minimum ou maximum
...et variance de l’estimateur


