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Introduction

Ce projet physique P6 consiste en un travail de résolution mathématique et une généralisation des systémes
masses-ressorts en 2D. Grace & '’EC P2 (mécanique du point) suivi lors de notre premiére année de cursus, nous
avons pu mieux appréhender les notions avancées dans ce projet. Cependant, durant toute la durée du projet,
nous avons di étoffer nos connaissances mathématiques afin de mieux comprendre le sujet et les équations mises
en jeu.

Pour ce projet, nous nous sommes fixés un certains nombre d’objectifs. En effet, nous voulions par dessus
tout comprendre le fonctionnement d’un systéme général masses-ressorts pour mieux en comprendre la théorie
et pouvoir appréhender un cas particulier sans probléme. Une simulation sur Geogebra nous paraissait aussi
indispensable tant pour expliquer les mathématiques que pour les représenter.
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Organisation du travail

Comme ce n’était pas notre premier projet, nous avons su nous répartir les taches astucieusement. En effet,
nous nous sommes répartis le travail de la fagon suivante : Jérémy et Abdullah ont traité la partie de résolution
mathématique tandis que Mathilde s’est occupé de gérer la partie bibliographique et documentaire. Louise s’est
quant & elle chargée de faire les comparaisons avec le cas 1D et d’apporter son aide dans les taches des autres.
Nous nous sommes donc tous rendus utiles en se servant des qualités de chacun pour parvenir au bout du projet.

Pour ce qui est de la répartition du travail dans le temps, nous consacrions la grande majorité des cours a
prendre des notes sur ce que Mr Gleyse nous disait puis essayions par la suite de reproduire ses raisonnements.
La grande majorité du rapport et du travail réalisé s’est donc passée en dehors de PINSA et encore plus & cause
de la situation actuelle dans laquelle nous rédigeons ce rapport.

A ce niveau 13, il a été difficile de trouver un bon rythme de travail et cela nous a ralenti dans la progression
du projet. En effet, nous avons di nous aider de logiciels tels que Discord et Zoom afin de faire des réunions et
nous aider les uns les autres.

Pour rédiger ce rapport, nous avons choisi d’expérimenter le programme Latex car il est facile d’écrire des
mathématiques et encore plus avec Lyx, un éditeur de texte Latex facile de prise en main.
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Chapitre 1

Un cas particulier : 2 masses, 3 ressorts

[1]-

1.1 Mise en situation

Remarque. On supposera les constantes de raideur des ressorts toutes égales, on la notera k. Les masses sont
également supposées égales, on la notera m. On note z; la position de la premiére masse et z5 la position de
la deuxiéme. Les constantes z3 et z4 sont les positions d’accroche au mur des ressorts. On se proppoe donc de
retrouver ’équation du mouvement du syséme.

Définition. Dans R?, on peut écrire la coordonnée d’un point z; = <zj> avec j € {1,2}.
j
On va donc appliquer le PFD aux deux masses qui dit que : ), F, = m x @ On obient donc le systéme

d’équations :

{mlz‘1 =k(za —21) + k(za — 21) —myg (1.1)
=k

Mo Zs (21 — 22) + k(23 — 22) — mg

On peut passer du plan cartésien au plan complexe de la maniére suivante, pour que chaque point du plan
soit représenté par une affixe et non un vecteur en tant que tel. Cela simplifie grandement les calculs ainsi que
la maniére de voir le probléme. On note ainsi

wj = x; +iy; = Zj
1.2 Ecriture matricielle du probléme

Définition. On va donc pouvoir réecrire le systéme (0.1) sous forme matricielle, on pose alors w = <w1>' On

() = () () - () e ()
=+ (205) () e () —ma ()
= (1) < (1) ~ma ()

obtient alors :

2 -1
avecsz(_1 2).

On pose P'origine & ’équilibre, on note alors : w = w — weq €t M i ) = 0.
2

On va ensuite chercher & déterminer la poisition d’équilibre weq :
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w )
=4 (z) o)

On obtient en isolant w., I’équation suivante :

avec K~ = 2= (; %)

Aprés résolution on obtient : w = =£ <_21 _1) w = Muw.

m

1.3 résolution et conclusion de I'introduction

Définition. On pourra ensuite réaliser une étude de la matrice M afin de trouver I’équation finale de la
trajectoire.
Déterminons si la matrice M est diagonalisable :

Si on calcule yp = det(M — Al3) , on trouve : xa = [(2 — A)? —1].

Ce polynoéme admet deux racines : Ay = 1 et Ay = 3 et donc il y a autant de valeurs propres que la dimension
de R?(dim(R?) = 2).

La matrice M est donc diagonalisable et on peut donc faire un changement de base en posant : M = PDP~!
avec D diagonale.

En trouvant les sous espaces propres associés aux deux valeurs propres, on obtient de bases de vecteurs
propres et on peut exprimer les vecteurs de la base canonique dans notre nouvelle base orthogonale.

On trouve U1 = <1) et U2 = <_11> et dOIlC P = (_11 1) , P71 P % <1 _11> et D = (?) (;)

On obtient alors :

1'1;2(75) m \0 1 UQ(t) ’
En posant K = % , on obtient I’équation :

ui(t)\ _ [Acos(V3Kt) + psin(—v3Kt)
uz(t)) — \ N cos(VKt) + p/ sin(—VKt)
puis en exploitant le rapport 2017-2018, on obtient avec les conditions initiales, on obtient une solution
générale comme somme de sinus et cosinus.

Mais cela n’est pas notre sujet, nous voulions juste poser des bases et introduire le lecteur & a résolution
d’un systéme 2D , car en mathématiques on dit souvent que pour trouver des généralités, on exploite d’abord
des cas particuliers.
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Chapitre 2

Etude d’un systéme N masses N-+1
ressorts avec force extérieure en 2D |[3].

2.1 Mise en équation du probléme.

On suppose qu’on dipose de n masses telles que m; = m.
On prend w € C™. On pose I’équation suivante :

mw = —Kw + Fouy

avec K la matrice des raideurs de ressorts et on prendra tous les constantes de raideurs k indentiques.
On pose w;(t) = z;(t) + iy, (t).
On pose également weq, = K—'F., ot Fopy = —img.
On peut donc réécrire ’équation de mouvement sous la forme :

W+ Kw =0
et on considére v un vecteur propre de K associé a la valeur propre A. On obtient donc :

w4+ Aw = 0.
On prend alors w = 0(t)v avec 8(¢t) € C et on écrit que :

W+ w = (6 + MN)v=0

Or, Kest symétrique définie positive donc les valeurs propres sont strictement positives. On obtient alors
comme solutions de cette équation :

0 = c1 cos(V/\t) + ¢ sin(vV/At)
et 6 = —ci vV Asin(VAt) 4+ cav/ X cos(V/AL).

et donc On a V' = (vq,...,v,) une b.o.n de vecteurs propres de K associés aux valeurs propres {M At
61

Onprendw=V | : |, K = VDV~Y D = diag()\;) et donc KV =VD.
On

2.2 Un peu de maths pour ’explicitation des valeurs propres [4]
On souhaite ici expliciter les valeurs propres de la matrice K.

On sait déja que par définition, K= %K. Or, on sait également que la matrice K s’écrit K = kA avec :
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2 -1 0 0
-1 2 -1
A=l o -1 0
- 4
0 0o -1 2
une matrice qui est constante.
On a donc :
2 -1 0 0
-1 2 -1
>~k
K=51o0o -1 0
4
0 o -1 2

Pour déterminer les valeurs et vecteurs propres de K , on va donc calculer les valeurs propres de A qui est donc
une matrice avec des 2 sur la diagonale et des -1 sur la sous et sur-diagonale. C’est donc une matrice
tridiagonale symétrique .

Théoréme 1. Pour toute matrice réelle symétrique d’ordre n tridiagonale (diagonalisable) D, c’est-a-dire le

méme « sur la diagonale et le méme B sur la surdiagonale et la sous-diagonale, les valeurs propres de D sont

données par : \p, = o+ 28 cos(nH) pour k € {1..n}.

On va donc appliquer ce théoéme a la matrice A puisque les valeurs propres de K sont les %’Up(A) ou v,(A)
est Pensemble des valeurs propres de A : v,(A4) ={X € R, A valeur propre de A}.

Ici, on note « =2 et g = —1.

Il vient donc naturellement ici que les valeurs propres de K s'écrivent sous la forme : Aj = 4sin2(%)

et les vecteurs propres sont de la forme V; = sm(%) pourl=1...n

Pour construire la matrice V' formée des vecteurs propres orthonormés il faut normaliser les vecteurs V; .
La norme euclidienne notée Ny = V4 est égale a /251,

On divise donc V; par 4/ "“ pour avoir des vecteurs normés pour Ns.

Pour conclure, les valeurs propres de K sont %vp(A) et les vecteurs propres orthonormés de K sont ceux de
A.

2.3 Fin de la résolution et conclusion

On trouve donc grace a lexplicitation des valeurs propres de K la solution :

wi(t) = S0, Oty = 20, 0i()/ 77 sin(0d)

donc :

w;(t) =1 [(c1j cos(y/£4 sinz(%)t) + ¢ sin(y /24 sin%%)t)), [T sln(2(if:1))}.

Pour trouve Cy et Cy, on observe les conditions initiales, avec w, = w — we, €t en posant ¢(t) =
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th
w,=Voet | : | =V 7w, =Viw, =Vw, car V est orthogonale symétrique et donc V'V = I,,.

On
en t =0, on trouve :

91 (0) C11
a=|: |=|:]=ve©
Gn (O) Cin
on dérive w :
0, 0,
we=V|:|et|:]=vu
0, 0,
Et de méme pour Cs,
él (0) C21
Csy = = =V, (O), — Vw, ( ) (621\/ 1y.-+5ConV n)t
én (0) Can,
g
#(0)
’Ul’lb* (0)
€21 oYY C11
donc on aura | @ | = et [ 1 | =Vw.(0).
Con 7”7%0) Cin

l 5 On obtient don(i : l
n T n . T
Ci = Zq 1 Sm(gﬂ) n+1w*q<0) et ¢y = Noyi Zq:l Sln(nq+1)) n+1w*q(0)

on a donc au final :

w, () = Z 01 (t)v;

(Lu cos( 74Dm )t) + eqy sin( 74bm Gor D) Lm0
w, i (t) = S sin( ) [ (0) (eos( 74Dm G+ —= sin(— ) | =i, 4 (0) sin( 7451[\ G )1)) / — sin
*J z lq | g 1) \ﬁqzl n+1 n *d 2(n + 1) n+1)

~ HM:

2.4 Une petite simulation sur Géogébra avec notre cas particulier.

Pour cette simulation, on prend :
— k=19N.m™!
— m=37g

— we.(0) = @8 B} z> et la vitesse initiale nulle.

Et on va tracer sur le méme graphe les courbes C; et Cs avec des couleurs différentes pour les deux masses :
mq,C1 = (z1(t),y1(t)) ; ma, Ca = (x2(t),y=2(t)) en rappelant au préalable que :

wy(t) = (21(t) + 1 (), 2(t) + iya (1))
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on a donc :

2 2 ql7r
w, (t) = Z[Z sin(
q=1

q . sin(5%

(zozl 2

50307, 25

) (cos(q/—4s1n2(l—ﬂ t)\/j

)y/3(20 — i) (cos(y/ Easin(iz)1) /25 sm(n_;'l))])
)y/3(50 — i) (cos(y/ Easin2(1z)t) /25 sin(455)]

_,sin(G 5%

10

7)\/§(cos(,/%4sin2(%)t)1/n%lsin(#ﬂl))]—iz§=1[25=1sin(g’Tq)\/g(cos(,/%4sin2(%)t) n_z'_lsin(nﬂr"l))]>
2z [2 (cos(y/ Easin? (1)) /727 sin(Gh55)] — i 2, [0, sin(25) /2 (cos(y/ E asin? (1 )1) /27 sin(355)]

n+1

On va donc dessiner C1 = (20 2, [SS2_, sin(447) /3 (cos(y/ E asin2(1)1)\ /3 sin(4)], - 2, [C2_, sin(447) /2 (cos(y/ Easin2 (4 )1) /3 sin( 1))

et Co =(50 37 1[Zq 1sm(ql7r \/7(COS(‘/ £ 45in2(1Z)¢) fsm(“"

Et on obtient le graphe suivant :

Zl 1[Zq 1sm(ql7r [(cos(\/mt [sm(l”
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Chapitre 3

Etude d’un systéme N masses N-+1
ressorts avec forces d’ammortissements

[2]-

3.1 Mise en équation du probléme

On dispose de n masses identiques telles que m; € {1..n} et m; = m. On considére une force de frottement
du type —m;yw; avec v > 0 et petit.

On a donc 'équation de mouvement suivante :

mw = —myw — Kw + Fegt

avec Weqg = K1 Fyoyy et on pose K = 1K,

On considére donc le changement de base suivant : K = VDV ! avec D = diag(Ai), les \; étant les valeur
propres de K.

On prend :

2
w=we+ V| | €C”
On

Réecrivons donc I’équation de mouvement en considérant tous ces changements, on obtient
él 9'1 91
mxV /] |=-myWV | | -Kwg+V] |)
O On On
avec K =mK et KV = VD. En simplifiant par m x V et en prenant les valeus propres de K \; on arrive
él 9.1 )\191

éTL éﬂ, )\n en

3.2 Résolution mathématique
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Pour résoudre cette équation différentielle linéaire & coefficients constants du second ordre homogéne, on va
écrire le polynome caractéristique en t puis appliquer les régles de calculs classiques sur les EDO. Le polynome
caractéristique s’écrit, alors :

P(t)=t*+~t+X; = 0.

Le discriminant de ce polynéme est : A = 42 — 4\. Or, on a fixé v petit donc on peut supposer A < 0. On
obtient des solutions ¢; de la forme :

—ytiy/AN;—2 _ .
tj:7“/ Elt :T’Yﬂ:Zﬂ)j.

2

La solution de I’équation s’écrit, d’aprés les régles sur les EDO :

9]‘ (t) = aj; exp(%’yt + iwj)t + bj exp(%’yt — in)t
= exp(—%t)(C’lj cos(wjt) + ng sin(wjt))

avec exp(—3) le coefficient d’amortissement.

3.3 Conditions initiales et conclusion

Maintenant, on s’intéresse aux conditions initiales du probléme.

01
En prenant la solution générale w(t), on obtient : | ~ [ =mV = (w — wey).
0
61(0) Ci 01
ent=20: ' = ' = mV " (w(0) — weg). On dérive la solution générale : v = LV [ - et
6.0)) \Cu 6,

encoreent =0 :

0(t) = %ry exp(—%t)(Clj cos(w;t) + Cojsin(w;t)) + exp(?t)(—Cljwj sin(w;t) + Cojwjcos(tw;))

;(0) = 5-C1; + Cajuy
61(0) —2(C11 + Carwi(0))
et ' = : =Vl 0)
én(O) —%(Clj + Oann(O))

On obtient donc :

w;(t) =301, O(t)u = o) exp(—2t)(Cy cos(w;t) + Cop sin(w;t))y / %_H sin(%)
On détermine Cy; et Co; :
donc on aura :

C21
w* (0)V

o2

Con

et :
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C11

Cin

Doncona Cy =Y, sm(g_l:l) 21w,g(0) et Oy

Il
N
y‘“
¢

|
—_

)

=

=]
PaN
Sla
*|3
N2
3
Tl
L
S
*
2
—~

o

=

on a donc au final :

wj.(t) = Zel t)vy
=1

2 lj
= lz:l xp(—%t)(cu cos(w;t) + Coy sin(w;t))y | 1 sin(nji_:-l)

3

qlm 2 2 X ljm

- qlm 2
= — 1t E 5 A s 2 4,0 (0 t _f
2 exp( 5 )(q:15m ) 2 \//qu:151n(n+l) +1w ¢(0) sin(w;t)) p—— sm(n+1)
(t) (— 24 En [( En in(— qlﬂ T g wra(0) cos( t)+171 En in( alm ) 2 (0) sin(w;t)) 2 ( b )]
W (t) = exp(—5 212, 1 Wra (0) cos(w; 2 N q:1sm ] n+1w*q sin(w; ] sin —
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Chapitre 4

Comparaison avec le cas 1D.

L’équation donnant la position de la j — iéme masse par rapport a sa position d’équilibre en fonction du
temps est donné par I’équation :

30 == i ) i 0oty iy +
\ﬁ Zq 1 sm(gfl) n+1w*q(0) sin( 54 sinQ(%)t)), [T sm( )]

et dans le rapport de 2015 on a :

zi(t) = niﬂ 2221 [sin(:;fl) cos(y/£4 sin%%)t} sin( 2% )20

Dans le projet 2015, les étudiants ont procédé a une orthonormalisation de la base des vecteurs propres (w;x
est dans un base orthonormée).

Il est intéressant de comparer nos résultats aux leurs car ils ont posé la vitesse initiale nulle. Nous avons
nous posé 'origine a I’équilibre. 11 suffit juste de translater

En effet, ils ont considéré que les masses sont lachées sans vitesse initiale, d’ot Vg € {1..n},&40 = 0.

En outre, ils ont repris les constantes de ’expérimentation. Pour comparer nos résultats, nous avons posé
lorigine & la position d’équilibre et avons pris nécessairement en compte le poids.

Dans les projets 2015 et 2020, on observe dans les deux cas une sinusoide, de période 2 secondes mais d’amplitude
différente.
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Conclusion et perspectives

Pour conclure ce projet, faisons une petite synthése du travail réalisé. Nous avons réussi a étudier le cas
général du mouvement d’un systéme masses-ressorts en 2D, ce qui ne paraissait pas tache facile avant d’entamer
ce projet. Nous avons également pu réaliser une simulation du mouvement d’un systéme général soumis au
poids. Si nous avions voulu continuer notre projet, nous aurions pu étudier d’autres cas tels que les frottements
visqueux etc.

Nous avons conclu tous les quatre personnellement de la fagon suivante :

Mathilde : En réalisant ce projet, j’ai pu voir des notions de STPI1 (présentes en P2) que je n’avais pas eu
Popportunité de voir lors de mon cycle préparatoire (en SIB). Grace & mon groupe et A notre tuteur, j’ai pu
découvrir les systémes masse-ressort et les étudier de fagon concréte et utile. Sans ce projet, je ne m’y serai peut
étre jamais intéressé et n’aurai jamais obtenu ces connaissances. Ainsi, cet E.C m’a énormément apporté.

Louise : Ce projet m’a beaucoup apporté notamment dans le domaine scientifique en me permettant de
revoir plusieurs notions vues en STPI1 et STPI2. Il a été un travail agréable car le résultat est intéressant et
concret. Cependant, le confinement a compliqué le travail en groupe.

Jérémy : Pour moi, approfondir les notions vues en EC p2 est un vrai plus & notre bagage. Ce projet a
permis d’appliquer un bon nombre de connaissances et nous a aussi appris que la résolution mathématique était
primordiale en physique. Certains points du rapport comme la simulation restent cependant un peu flous.

Abdullah : Ce projet fut le meilleur moyen de découvrir les systémes masses-ressorts et mettre en application
les connaissances apprises tout au long de notre cursus a 'INSA
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