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Les parties (1), (2) et (3) sont a rendre sur des feuilles séggzes

1 Lagrangien pour tous! (7 points)

Un probléme de régression consiste a chercher une fongtiongui estime la relation entrée-sortie d'un systeme
a partir d'exemplegz;, y; }i=1,... ». Dans notre cas, on suppose gue= R? ety; € R et que la forme d¢(z) sera de
type f(x) = (w, z) On cherche a résoudre un probléme de regréssion décritastarsle du probléme d’optimisation
suivant :
ming, ¢, AJw|[? + 320, €
sous contraintes
yi—(w,z;) =&  i=1---n
1. Donner une relation intuitive entre ce probleme et un i@k de minimisation des moindres carrés et expliquer
le role de.

2. Montrer et justifier que le Lagrangien associé a ce problgcrit :
L(w, &, ;) = A|w|* + Zf? + Zaz‘(yi —(w,xi) = &)
% i=1

ou lesa; sont les multiplicateurs associés aux contraintes d’#gali
3. Donner toutes les conditions d’optimalité du problemexgliciter ceux associéswaet&;,
4. Montrer que le probléeme dual s’écrit :

min =3 o+ 35 3 Y syl + 5 3
- T '

ou sous la forme matricielle suivante :

1 1
min —y'a + —a'Ka + ~a'a
[e3%

4\ 4

ol K est la matrice de terme généfd) ; = (xi,z;), ety eta des vecteurs dR".
5. Montrer que la solution du dual ens’ecrit :

a=2\K+ M)y

2 Du Bayes sinon rien (6 points)

Soit un probléeme de décision monodimensionnel & deux dasska loi conditionnelle pour chaque clagée|C;)
suit une loi normale (donc gaussienne) centréeigiet de variance?. On considére qu&(C;) = P(Cy) = 1/2 et
pour simplifier le probléme on considere qug > m; Dans le cadre de la théorie Bayesienne de la décision :

1. Montrer que la régle de décision de Bayes a minimum d’effewcodt 0-1) est la suivante :

Rlz{m:xSW} Rgz{$:$>%}
2. Représenter schématiquementés|C;) ainsi que les région®; et justifier intuitivement le résultat obtenu
ci-dessus.
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3. Montrer que la probabilité minimale d’erreur est donnae:p

1 > 2
Pp=—— e U 2y
E V2T /a

olla = (mg —my)/20
4. En utilisant I'inégalité :
Pg = — /'oo e du, < Le*az/Qdu

V21 Ja T \27ma
montrer que la probabilité d’erred?s tend vers) qd a tend versco. Donner une justification intuitive de cette
propriété.
On rappelle qu’une loi gaussien centréenende variancer? s’écrit

1 (—m;)?
pla) = —s=eE T

oV 2w

3 Nuées dynamiques (7 points)
Un cluster dan®™ n’est plus représenté seulement par son barycentre, mdesas petite sphére englobant les
points du cluster. Cette sphére est définie par son cepteeR"™ et son rayorR; € R.
1. (1 point) Proposer une régle d’affectation d’'un paiijte R™ a I'un desK’ clusters{y;, R; }1.x.
2. (2 points) Proposer une regle de calcul des caractéréstideX” clusters a partir d’'un ensemble de points étique-
tés{X;,C;}1.n
3. (0.5 points) Comment initialiser judicieusement iéslusters{;, R;}1.x ?

4. (1.5 points) Appliquer votre version des nuées dynansigaeeck = 3, a I'ensemble de points de la derniére

page (une itération par figuréducun calcul n’'est demandé ici, juste une exécution mamtafiproximative" de
I'algorithme.

5. (2 points) Proposer une extension & la fonction d'aftesriapermettant de rejeter 'affectation d’un nouveau
point dans des conditions que vous préciserez. Commeiseutdette fonction pour la découverte de nouveaux
clusters?
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