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– supports de cours et notes personnelles
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– Barême indicatif sur 20 points
– Les parties (1), (2) et (3) sont à rendre sur des feuilles séparées

1 Lagrangien pour tous ! (7 points)

Un problème de régression consiste à chercher une fonctionf(x) qui estime la relation entrée-sortie d’un système
à partir d’exemples{xi, yi}i=1,··· ,n. Dans notre cas, on suppose quexi ∈ R

d etyi ∈ R et que la forme def(x) sera de
typef(x) = 〈w, x〉 On cherche à résoudre un problème de regréssion décrit sous la forme du problème d’optimisation
suivant :

minw,ξi
λ‖w‖2 +

∑n
i=1

ξ2

i

sous contraintes
yi − 〈w, xi〉 = ξi i = 1 · · ·n

1. Donner une relation intuitive entre ce problème et un problème de minimisation des moindres carrés et expliquer
le role deλ.

2. Montrer et justifier que le Lagrangien associé à ce problème s’écrit :

L(w, ξi, αi) = λ‖w‖2 +
∑

i

ξ2

i +

n∑
i=1

αi(yi − 〈w, xi〉 − ξi)

où lesαi sont les multiplicateurs associés aux contraintes d’égalité.

3. Donner toutes les conditions d’optimalité du problème etexpliciter ceux associés àw et ξk

4. Montrer que le problème dual s’écrit :

min
αi

−
∑

i

yiαi +
1

4λ

∑
i

∑
j

αiαj〈xi, xj〉 +
1

4

∑
i

α2

i

où sous la forme matricielle suivante :

min
α

−ytα +
1

4λ
αtKα +

1

4
αtα

oùK est la matrice de terme généralKi,j = 〈xi, xj〉, ety etα des vecteurs deRn.

5. Montrer que la solution du dual enα s’ecrit :

α = 2λ(K + λI)−1y

2 Du Bayes sinon rien (6 points)

Soit un problème de décision monodimensionnel à deux classes où la loi conditionnelle pour chaque classep(x|Ci)
suit une loi normale (donc gaussienne) centrée enmi et de varianceσ2. On considère queP (C1) = P (C2) = 1/2 et
pour simplifier le problème on considere quem2 > m1 Dans le cadre de la théorie Bayesienne de la décision :

1. Montrer que la règle de décision de Bayes à minimum d’erreur (ie coût 0-1) est la suivante :

R1 = {x : x ≤ m1 + m2

2
} R2 = {x : x >

m1 + m2

2
}

2. Représenter schématiquement lesp(x|Ci) ainsi que les régionsRi et justifier intuitivement le résultat obtenu
ci-dessus.
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3. Montrer que la probabilité minimale d’erreur est donnée par :

PE =
1√
2π

∫
∞

a

e−u2/2du

oùa = (m2 − m1)/2σ

4. En utilisant l’inégalité :

PE =
1√
2π

∫
∞

a

e−u2/2du ≤ 1√
2πa

e−a2/2du

montrer que la probabilité d’erreurPE tend vers0 qd a tend vers∞. Donner une justification intuitive de cette
propriété.

On rappelle qu’une loi gaussien centrée enmi de varianceσ2 s’écrit

p(x) =
1

σ
√

2π
e−

1
2

(x−mi)
2

σ2

3 Nuées dynamiques (7 points)

Un cluster dansRn n’est plus représenté seulement par son barycentre, mais par la plus petite sphère englobant les
points du cluster. Cette sphère est définie par son centreµi ∈ Rn et son rayonRi ∈ R.

1. (1 point) Proposer une règle d’affectation d’un pointXj ∈ Rn à l’un desK clusters{µi, Ri}1:K .

2. (2 points) Proposer une règle de calcul des caractéristiques deK clusters à partir d’un ensemble de points étique-
tés{Xj , Cj}1:N

3. (0.5 points) Comment initialiser judicieusement lesK clusters{µi, Ri}1:K ?

4. (1.5 points) Appliquer votre version des nuées dynamiques, avecK = 3, à l’ensemble de points de la dernière
page (une itération par figure).Aucun calcul n’est demandé ici, juste une exécution manuelle "approximative" de
l’algorithme.

5. (2 points) Proposer une extension à la fonction d’affectation permettant de rejeter l’affectation d’un nouveau
point dans des conditions que vous préciserez. Comment utiliser cette fonction pour la découverte de nouveaux
clusters ?
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