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Notations et Acronymes

� W (x, y, t) : le déplacement transversal

� D = Eh
3

12(1−v2) : la rigidité de �exion
� h : l'épaisseur de la plaque
� ρ : la masse volumique
� E : le module de Young
� v : le coe�cient de Poisson
� ∇4 : le double laplacien
� P : charge latérale
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Introduction

Dans le cadre de notre EC de P6, nous avons réalisé un projet de groupe qui concernait l'étude de la
déformation de plaque et notamment sur le phénomène de �exion simple sur une plaque. Au travers de ce
projet, nous avons pu travailler sur deux aspects de cette déformation. Dans un premier lieu nous avons étudier
l'équation d'évolution en fonction du temps d'un point de vue mathématique mais aussi avec une simulation.
Ensuite nous avons travaillé sur l'équation de �exion simple d'une plaque en s'intéressant notamment aux
di�érentes conditions de bords. Ce projet nous a permis de nous faire nettement progresser dans de nombreux
domaines tels que l'utilisation de logiciels comme Mapple ou encore les mathématiques appliquées et bien sur
dans le domaine de la mécanique. Celui ci nous a aussi permis de travailler notre gestion de projet et la rédaction
de document en LaTeX.
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Organisation du travail

Premièrement, nous avons tous e�ectué des recherches bibliographiques pour mieux comprendre le sujet
et déterminer une problématique. Le sujet est vaste et complexe, avant de se lancer, il était essentiel de bien
comprendre les notions et d'assimiler les bases. Pour optimiser l'avancement du projet, nous avons décidé de
diviser les recherches en deux axes : la résolution d'équation d'évolution en fonction du temps et celle d'équilibre
de la �exion simple, en fonction des di�érentes conditions de bords. Guillaume, Pierre et Brendan ont travaillé
sur l'équation d'évolution en fonction du temps. Tandis que Landry et Matthieu ont mené leurs recherches sur
la résolution d'équation dans le cas de la �exion simple. Manon, pour causes personnelles, n'a pu assister aux
séances que tard dans le semestre, et a donc codé intégralement sur LaTeX la résolution de l'équation dans le
cas de la �exion simple. Yinglun, quant à lui, a eu du mal à s'intégrer. Ne suivant pas l'avancée du groupe sur
le plan scienti�que, nous lui avons demandé de coder l'autre axe principal sur LaTeX, épaulé par Manon. Mais
le code ne compilait pas et trop de fautes persistaient. Guillaume, Pierre et Brendan ont donc codé leur partie,
puis Manon a assemblé le tout. Ce travail n'a été possible que de part la collaboration et la bonne entente entre
la plupart des membres. Nous remercions Monsieur GLEYSE pour nous avoir aiguillé, aidé et pour nous avoir
permis de mener à bien ce projet.
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Chapitre 1

Dé�nitions

1.1 Dé�nition d'une plaque

Une plaque est un solide délimité par deux plans parallèles (les faces), et un cylindre au sens large (de section
quelconque et pas nécessairement circulaire) dont l'axe est perpendiculaire aux faces.

On dé�nit :
� Le plan médian : plan situé à équidistance entre les faces
� Le feuillet neutre : élément de matière d'épaisseur in�nitésimale situé autour du plan moyen
� Une �bre normale : ensemble des points situés sur une normale au plan médian. On se place dans le cas

d'un matériau continu, élastique, homogène et isotrope. Pour l'étude de la �exion, on considère que les charges
sont perpendiculaires aux faces

1.2 Théorie des plaques minces

La théorie des plaques permet de calculer les contraintes et les déformations dans une plaque soumise à des
e�orts. Elle s'inspire de la théorie des poutres.

La théorie des plaques minces, ou théorie de Love-Kirchho�, suppose que
� Le plan moyen est initialement plan
� Le feuillet moyen ne subit pas de déformation dans son plan ; on ne considère que le déplacement transversal

w des points du feuillet moyen
� Modèle de Kirchho� : les sections normales au feuillet moyen restent normales lors de la déformation. En

conséquence, on peut négliger le cisaillement
� L'épaisseur est faible ; en conséquence, les contraintes dans le sens de l'épaisseur sont supposées nulles
� On reste en petites déformations

1.3 Déplacement

Soit un point M (x, y, z) de la plaque au repos. À l'instant t, sa position est M', et l'on dé�nit le vecteur
déplacement : MM' (u, v, w). Pour une plaque à un instant donné, les déplacements sur les axes u, v et w
sont fonction du point M, donc de ses coordonnées (x, y, z), et de l'instant t. Par hypothèse, les déplacements
verticaux sont les mêmes pour tous les points d'une même �bre normale, on a donc : W (x, y, z, t) => W (x,
y, t).

STPI/P6/2019 - 008
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1.4 Flexion simple

Dans notre projet, nous avons étudié la théorie des plaques qui se caractérise par une �exion simple. En
mécanique, la �exion simple est la déformation d'un objet sous l'action d'une charge. Elle se traduit par une
courbure. Dans le cas d'une plaque, elle tend à rapprocher deux points diamétralement opposés sous l'action
de la force. Lors d'une �exion simple, il n'y a pas de variation de la ligne moyenne.

Une plaque est sollicitée en �exion simple autour de (G,~z) si le torseur de cohésion s'écrit sous la forme:

{Tcoh} =
G

 0 0
Ty 0
0 Mfz



1.5 Opérateur bilaplacien

L'opérateur bilaplacien est primordial dans notre projet car nous en avons besoin pour calculer la déformée
d'une plaque dans le cas d'un �exion simple. En soit, l'opérateur bilaplacien est le résultat de l'opérateur linéaire
le laplacien qui est appliqué deux fois. La formule de l'opérateur bilaplacien est la suivante :

∆2u = ∇4u =
∂4u

∂x4
+ 2

∂4u

∂x2∂y2
+
∂4u

∂y4

STPI/P6/2019 - 008
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Chapitre 2

Travail réalisé et résultats

2.1 Équations d'équilibre dans le cas d'une �exion simple

2.1.1 Conditions aux limites

Pour une plaque rectangulaire en appui simple sur les bords :

∆2w = P

On a W = 0 pour x = 0 ; x = Lx et pour y = 0 et y = Ly

et donc ∂2W
∂x2 = 0 pour x = 0 et x = Lx

et ∂2W
∂y2 = 0 pour y = 0 et y = Ly

2.1.2 Solution

D'après la méthode de Fourier :
On pose W =

∑
m,n amnWmnavec Wmn =sin(mπxLx

) sin(nπyLy
)

Ainsi,

∂Wmn

∂x
=
mπ

Lx
cos(

mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)

∂2Wmn

∂x2
=
−m2π2

L2
x

sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)

∂3Wmn

∂x3
=
−m3π3

L3
x

cos(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)

∂4Wmn

∂x4
=
mπ4

L4
x

sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)

De même,
∂4Wmn

∂y4
=
nπ4

L4
y

sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)

Ensuite,
∂3Wmn

∂x2∂y
=
−m2nπ3

L2
xLy

sin(
mπx

Lx
) cos(

nπy

Ly
)

∂4Wmn

∂x2∂y2
=
m2n2π4

L2
xL

2
y

sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)

∇4W =
∂4W

∂4x
+ 2

∂4W

∂2x∂2y
+
∂4W

∂4y

∇4W = ∇4
∑
m,n

amnWmn

STPI/P6/2019 - 008
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Le Laplacien est un opérateur linéaire, on a donc :

∇4W =
∑
m,n

amn∇4Wmn

∇4Wmn =
∂4Wmn

∂4x
+ 2

∂2Wmn

∂2x∂2y
+
∂4Wmn

∂4y

A l'aide des calculs précédents on obtient :

∇4Wmn =
mπ4

L4
x

sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
) + 2

m2n2π4

L2
xL

2
y

sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
) +

nπ4

L4
y

sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)

∇4Wmn = (
mπ4

L4
x

+ 2
m2n2π4

L2
xL

2
y

+
nπ4

L4
y

) sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)

∇4Wmn = π4(
m2

L2
x

+
n2

L2
y

)2 sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)

Donc

∇4Wmn = λwmn

Ainsi,

∇4W =
∑
m,n

amnλWmn

∇4W =
∑
m,n

bmnWmn

et

∇4W =
p

D

Or d'après Navier :

p =
∑
m,n

pmn sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)

∑
m,n

bmn sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
) =

∑
m,n

pmn
D

sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)

Par identi�cation, on trouve bmn = pmn

D .

amnλ = bmn ⇔ amn =
bmn
λ
⇔ amn =

pmn
λD

Donc
W =

∑
m,n

amnWmn =
∑
m,n

pmn

Dπ4(m
2

L2
x

+ n2

L2
y
)2

sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)

p(x, y) =
∑
m,n

pmn sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
) (1)

On multiplie (1) par sin(nπyLy
) :

sin(
nπy

Ly
)p(x, y) =

∑
m,n

pmn sin(
mπx

Lx
) sin2(

nπy

Ly
)

STPI/P6/2019 - 008
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On intègre entre 0 et Ly :

Lyˆ

0

sin(
nπy

Ly
)p(x, y)dy =

∑
m

pmn sin(
mπx

Lx
)

Lyˆ

0

sin2(
nπy

Ly
)dy

Lyˆ

0

sin(
nπy

Ly
)p(x, y)dy =

∑
m

pmn sin(
mπx

Lx
)
Ly
2

(2)

On multiplie (2) par sin(mπxLx
) :

Lyˆ

0

sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)p(x, y)dy =

∑
m

pmn sin2(
mπx

Lx
)
Ly
2

On intègre entre 0 et Lx :

Lxˆ

0

Lyˆ

0

sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)p(x, y)dydx = pmn

LxLy
4

Donc

pmn =
4

LxLy
(

Lxˆ

0

Lyˆ

0

sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)p(x, y)dydx)

Finalement,

W (x, y) =
∑
m,n≥1

pmn

Dπ4(m
2

L2
x

+ n2

L2
y
)2
Wmn(x, y)

2.1.2.1 Pour un chargement sinusoïdal

p(x, y) = p0 sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)

W (x, y) =
p0

Dπ4(m
2

L2
x

+ n2

L2
y
)2

sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)

2.1.2.2 Pour un chargement uniforme

Les détails sont en Annexe 1.

p(x, y) = p0

pmn =
4ρ0

LxLy
(

Lxˆ

0

Lyˆ

0

sin(
mπx

Lx
) sin(

nπy

Ly
)p(x, y)dydx)

Pour m,n = 1, 3, 5... :

pmn =
16p0

π2mn

W (x, y) =
16p0

π6D

∑
m,n

sin(mπxLx
) sin(nπyLy

)

mn(m
2

L2
x

+ n2

L2
y
)2

STPI/P6/2019 - 008
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2.2 Equation d'évolution en fonction du temps

2.2.1 Conditions aux limites

Notre équation d'évolution est la suivante :

D∇4W (x, y, t) + ρh
∂2W (x, y, t)

∂t2
= 0

Pour résoudre cette équation, nous avons besoin de déterminer les conditions aux limites. Nous prendrons
ici le cas d'une plaque rectangulaire simplement supportée.

On a donc W (x, y, t) = 0 pour x = 0 ; x = Lx et pour y = 0 et y = Ly

et donc ∂2W (x,y,t)
∂x2 = 0 pour x = 0 et x = Lx

et ∂2W (x,y,t)
∂y2 = 0 pour y = 0 et y = Ly

2.2.2 Résolution

Pour résoudre cette équation d'évolution, il est nécessaire de séparer les variables, de sorte à obtenir une
solution de la forme :

W (x, y, t) = X(x)Y (y)T (t)

En introduisant cette solution dans l'équation di�érentielle des plaques, on obtient :

X(4)

X
+ 2

X ′′

X

Y ′′

Y
+
Y (4)

Y
=
−1

µ

T̈

T
= β4 = constante

Avec µ2 = D
ρh . Le détail de ce calcul se situe en Annexe 2.

A ce stade, déterminer X(x) et Y (y) séparément est trop complexe. Nous allons donc dans un premier
temps �xer X(x) pour ensuite déterminer Y (y). Prenons maintenant le cas d'une plaque simplement supportée
uniquement sur 2 bords opposés. Grâce aux conditions limites, pour x = 0 et x = Lx, on obtient une fonction
de la forme :

X(x) = sin(
mΠx

Lx
),∀n ∈ N∗

On calcule maintenant X ′′(x) et X(4)(x) :

X ′′(x) = −(
mΠ

Lx
)2sin(

mΠx

Lx
)

X(4)(x) = (
mΠ

Lx
)4sin(

mΠx

Lx
)

En injectant dans l'équation di�érentielle, on obtient :

(
mΠ

Lx
)4 − 2(

mΠ

Lx
)2Y

′′

Y
+
Y (4)

Y
= β4

On pose G = (mΠ
Lx

) et on obtient une équation di�érentielle d'ordre 4 :

Y (4) − 2G2Y ′′ +G4Y = Y β4

⇔ Y (4) − 2G2Y ′′ + (G4 − β4)Y = 0

On pose l'équation caractéristique et on détermine les racines du polynôme :

p4 − 2G2p2 + (G4 − β4) = 0

On pose P = p2 et donc on obtient :

P 2 − 2G2P + (G4 − β4) = 0

STPI/P6/2019 - 008
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On détermine le discriminant : ∆ = 4β4 et donc les racines du polynôme sont :

γ1 =
√
P1 =

√
2G2 +

√
4β4

2
=
√
G2 + β2

γ2∗ =
√
P2 =

√
2G2 −

√
4β4

2
=
√
G2 − β2

Donc nos solution sont S1 = γ1 et S2 = −γ1. Mais G2 − β2 < 0 donc impossible dans R, on prendra donc
S3 = iγ2 et S4 = −iγ2 avec

γ2 =
√
β2 −G2

Donc la solution de Y (y) est :

Y (y) = D1e
γ1y +D2e

−γ1y +D3e
iγ2y +D4e

−iγ2y

Cette solution peut s'écrire sous une autre forme plus simple à utiliser, et à dériver. Le détail de ce cette
simpli�cation se situe en Annexe 3.

Y (y) = C1sin(γ2y) + C2cos(γ2y) + C3sinh(γ1y) + C4cosh(γ1y)

Avec cosh(x) = e
x

+e−x

2 et sinh(x) = e
x
−e−x

2 .
Pour déterminer notre solution, nous devons passer par l'équation matricielle. Pour cela, nous avons besoin

de nos conditions aux limites. Reprenons maintenant notre premier cas, celui d'une palque simplement supportée
sur tous ses bords, on obtient :

� 1èrecondition aux limtes : y = 0 ; on obtient donc notre première équation :

C2 + C4 = 0

� 2ndecondition aux limites : y = Ly ; on obtient :

C1sin(γ2Ly) + C2cos(γ2Ly) + C3sinh(γ1Ly) + C4cosh(γ1Ly) = 0

Pour déterminer les deux autres équations, on calcule la dérivée seconde de Y (y) :

Y ′′(y) = −C1γ
2
2sin(γ2y)− C2γ

2
2cos(γ2y) + C3γ

2
1sinh(γ1y) + C4γ

2
1cosh(γ1y)

Avec (cosh(x))′′ = cosh(x) et (sinh(x))′′ = sinh(x).
On peut maintenant déterminer les 2 autres équations :
� 1èrecondition aux limites : y = 0 ; on obtient donc notre troisème équation :

−C2γ
2
2 + C4γ

2
1 = 0

� 2ndecondition aux limites : y = Ly ; on obtient donc notre dernière équation :

−C1γ
2
2sin(γ2Ly)− C2γ

2
2cos(γ2Ly) + C3γ

2
1sinh(γ1Ly) + C4γ

2
1cosh(γ1Ly) = 0

Toutes ces équations conduisent à l'équation matricielle suivante :

A.B =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 1

sin(γ2Ly) cos(γ2Ly) sinh(γ1Ly) cosh(γ1Ly)
0 −δ2

2 0 δ2
1

−γ2
2sin(γ2Ly) −γ2

2cos(γ2Ly) γ2
1sinh(γ1Ly) γ2

1cosh(γ1Ly)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
∣∣∣∣∣∣∣∣
C1

C2

C3

C4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

On détermine maintenant le déterminant de A, le calcul de celui-ci est détaillé en Annexe 4 :

det(A) = (γ2
1 + γ2

2)2 sinh(γ1Ly) sin(γ2Ly)

On détermine une solution en calculant det(A) = 0 :

det(A) = 0⇔ (γ2
1 + γ2

2)2 sinh(γ1Ly) sin(γ2Ly) = 0

⇔ sin(γ2Ly) = 0 car γ1 6= γ2 6= 0 et Ly 6= 0

⇔ γ2Ly = nΠ, ∀n ∈ N∗

STPI/P6/2019 - 008
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On cherche maintenant à déterminer la constante β. On sait que :

γ2
2 = β2 −G2 ⇔ β2 = γ2

2 +G2 ⇔ β2 = (
nΠ

Ly
)2 + (

mΠ

Lx
)2

Le but est désormais de déterminer les valeurs des 4 variables C1,C2,C3 et C4. Grâce aux conditons aux limites,
on obtient :

C2 + C4 = 0⇔ C2 = −C4 − γ2
1C2 + γ2

2C4 = 0⇔ C4(γ2
1 + γ2

2) = 0

Or γ1 6= γ2 donc C2 = C4 = 0

C1sin(γ2Ly) + C3sinh(γ1Ly) = 0⇔ C3 = −C1
sin(γ2Ly)
sinh(γ1Ly) Or sin(γ2Ly) = 0 car γ2Ly = nΠ donc C3 = 0

On en déduit que seul C1 6= 0, et donc :

Ymn(y) = C1sin(γ2y) = C1sin(
nΠ

Ly
y)

Or

β4 =
−1

µ2

..

T

T
=
ω2

µ2
⇔ β2 =

ω

µ
⇔ ω = β2µ

Ainsi, en remplaçant, on obtient l'expression des pulsations naturelles :

ωmn = β2µ⇔ ωmn = (
nΠ

Ly
)2 + (

mΠ

Lx
)2.

√
D

ρh

On peut alors déterminer une solution de Tmn(t). Le détail de ce calcul se situe en Annexe 5, on obtient
alors :

Tmn(t) = Amncos(ωmnt) +Bmnsin(ωmnt)

Ces solutions nous permettent de déterminer l'équation complète du déplacement d'une plaque simplement
supportée :

Wmn(x, y, t) = Xmn(x)Ymn(y)Tmn(t)

Wmn(x, y, t) = sin(
mΠ

Lx
x) sin(

nΠ

Ly
y) [Amncos(ωmnt) +Bmnsin(ωmnt)]

On a donc :

W (x, y, t) =
∑∞

m=1

∑∞

n=1
Wmn(x, y, t) =

∑∞

m=1

∑∞

n=1
ϕmn(x, y) [Amncos(ωmnt) +Bmnsin(ωmnt)]

avec la déformée modale ϕmn(x, y) = sin(
mΠ

Lx
x) sin(

nΠ

Ly
y)

Pour débuter les simulations, il est nécessaire de déterminer les constantes Amn et Bmn. A t = 0, on a
W (x, y, 0) = Amnϕmn(x, y) = w0(x, y) et dW (x,y,0)

dt = ωmnBmnϕmn(x, y) = 0 (cas de la vitesse nulle). Dans ce
cas particulier, Bmn=0.

Grâce à la théorie de Fourrier, on obtient :

Amn =
1

Nmn

ˆ Lx

0

ˆ Ly

0

w0(x, y)ϕmn(x, y) dx dy

Bmn =
1

Nmnωmn

ˆ Lx

0

ˆ Ly

0

.
w0(x, y)ϕmn(x, y) dx dy

avec Nmn =
LxLy

4
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Chapitre 3

Modélisation

3.1 Avec l'équation d'équilibre dans le cas d'une �exion simple

Ci-dessous, une simulation pour illustrer l'équation obtenue précédemment nous avons décidé de procéder à
des simulations sur Mapple. En gardant les mêmes conditions initiales c'est à dire le cas d'une plaque simplement
appuyée. Nous avons décidé de choisir un matériau a�n de pouvoir étudier son comportement. Nous avons donc
choisi l'acier de construction. En e�et nous avons modélisé la déformation d'une plaque d'acier d'1m2 soumis à
une pression uniformément répartie de 106 Pa. On a pris les conditions initiales suivantes :

Figure 3.1 � Conditions prises pour l'acier

et nous avons obtenu le résultat suivant pour W11 et W33 :

Figure 3.2 � Déformations obtenues avec l'équation d'équilibre pour l'acier

On peut remarquer que pour cet acier, on on obtient �nalement une �exion selon z d'environ 4,5 mm pour
cette plaque de 3,3 cm d'épaisseur.
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3.2 Avec l'équation d'évolution en fonction du temps

Avec le même matériau que précedemment, ρ = 8000kg.m−1 et une plaque d'épaisseur 5mm on obtient
plusieurs animations décrivant le déplacement tranversal W(x,y,z) en fonction du temps.

Figure 3.3 � Déformations obtenues au cours du temps pour l'acier
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Conclusion et perspectives

Au cours du semestre, nous avons cherché à comprendre comment se déforme une plaque. Ce projet nous a
permis de développer nos connaissances sur le sujet et de mettre en application des notions étudiées de façon
théorique en STPI. Nous avons également pu renforcer nos compétences bureautiques. Cette étude a été menée
suivant plusieurs axes principaux comme les mathématiques, la physique et le numérique.

Cependant, durant cette étude, notre groupe a dû faire face à quelques di�cultés. En e�et, il n'est pas
toujours aisé de travailler avec des personnes dont nous n'avons pas forcément l'habitude de côtoyer. Nous
avons dû mettre nos di�érents de côté a�n de travailler en groupe. L'écoute et le partage des idées fut un point
déterminant pour mener le projet à son terme. Dès le début, le groupe a décidé de se répartir les tâches a�n
de progresser plus e�cacement. Sur le plan collaboratif et social, l'expérience aura donc été enrichissante. La
seconde di�culté à laquelle on aura été confrontés a été l'utilisation du logiciel de simulation Mapple. En e�et,
aucun membre du groupe ne savait l'utiliser. Il fut donc très complexe d'appliquer nos résultats mathématiques
sur la machine a�n de visualiser les déformées.

En�n, nous souhaitons remercier Monsieur Gleyse, notre professeur, pour nous avoir aidé durant tout le
semestre. Grâce à l'application de ses nombreux conseils, nous avons pu avancer de manière e�cace.
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Annexes

Annexe 1 : Etude d'une plaque rectangulaire en appui simple sur les bords avec
un chargement uniforme p0

Nous avons aussi trouver intéressant d'étudier la déformation d'une plaque rectangulaire en appui simple
lorsqu'il y a un chargement uniforme p0.

Soit pmn le chargement qui est égale à :

pmn =
4

LxLy

ˆ Lx

0

ˆ Ly

0

p(x, y) sin(
mΠx

Lx
) sin(

nΠy

Ly
)dxdy

Le chargement est uniforme si : p(x, y) = p0 d'où :

pmn =
4p0

LxLy

ˆ Lx

0

ˆ Ly

0

sin(
mΠx

Lx
) sin(

nΠy

Ly
)dxdy

=
4p0

LxLy

ˆ Lx

0

sin(
mΠx

Lx
)dx

ˆ Ly

0

sin(
nΠy

Ly
)dy

=
4p0

LxLy
×
[
− Lx
mΠ

cos(
mΠx

Lx
)

]Lx

0

×
[
− Ly
nΠ

cos(
nΠy

Ly
)

]Ly

0

=
4p0

LxLy
×
(
−Lx
mΠ

cos(mΠ) +
Lx
mΠ

)
×
(
−Ly
nΠ

cos(nΠ) +
Ly
nΠ

)
=

4p0

LxLy
×
(
Lx (1− cos(mΠ))

mΠ

)
×
(
Ly(1− cos(nΠ)

nΠ

)
=

4p0(1− cos(mΠ))(1− cos(nΠ))

m× nΠ2

Si m ou n est pair alors pmn = 0.
Cependant, si m et n sont impairs alors on a :

pmn =
4p0(1− (−1))(1− (−1))

m× nΠ2

=
16p0

m× nΠ2

Or, on a :

bmn =
pmn
D

et amnλ = bmn

Alors :

w =
∑

amnwmn

=

+∞∑
m,n

pmn(
m2

L2
x

+ n2

L2
y

)2

Π4D
sin(

mΠx

Lx
) sin(

nΠy

Ly
)

=
16p0

DΠ6

+∞∑
m

+∞∑
n

sin(mΠxLx
) sin(nΠyLy

)

m× n
(
m2

L2
x

+ n2

L2
y

)2


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Annexe 2 : détermination de l'équation di�érentielle en fonction de X(x), Y (y) et
T (t)

On a :
� D∇4W (x, y, t) + ρh∂

2W (x,y,t)
∂t2 = 0 (1)

� ∇4 = ∂4

∂x4 + 2 ∂2

∂x2
∂2

∂y2 + ∂4

∂y4 (2)
� W (x, y, t) = X(x)Y (y)T (t) (3)

En introduisant (3) dans (1) on a:

D∇4(X(x)Y (y)T (t)) + ρh
∂2(X(x)Y (y)T (t))

∂t2
= 0

⇔ ∇4(X(x)Y (y)T (t)) = −ρh
D

∂2(X(x)Y (y)T (t))

∂t2

D'après (2) :

∇4(X(x)Y (y)T (t)) =
∂4(X(x)Y (y)T (t))

∂x4
+ 2

∂2(X(x)Y (y)T (t))

∂x2

∂2(X(x)Y (y)T (t))

∂y2
+
∂4(X(x)Y (y)T (t))

∂y4

⇔ ∇4(X(x)Y (y)T (t)) = Y T
∂4X(x)

∂x4
+ 2TY

∂2X(x)

∂x2
.TX

∂2Y (y)

∂y2
+XT

∂4Y (y)

∂y4

⇔ ∇4(X(x)Y (y)T (t)) = Y T.X(4) + 2TY X ′′.XTY ′′ +XT.Y (4)

De plus,
∂2(X(x)Y (x)T (t))

∂t2
= XY

∂2T (t)

∂t2
= XY.T̈

On obtient donc notre équation :

Y T ∗ .X + 2TY X ′′.XTY ′′ +XT.Y (4) = −ρh
D
XY.T̈

En divisant le tout par X(x).Y (y).T (t), on obtient:

X(4)

X
+ 2

X ′′

X

Y ′′

Y
+
Y (4)

Y
= − 1

µ2

T̈

T

avec µ2 = D
ρh
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Annexe 3 : simpli�cation de Y (y)

Y (y) = C1sin(γ1y) + C2cos(γ1y) + C3sinh(γ2y) + C4cosh(γ2y)

De plus on sait que cosh (x) = ex+e−x

2 et sinh(x) = ex−e−x

2 mais aussi cos (x) = eix+e−ix

2 et sin(x) = eix−e−ix

2i
d'où

Y (y) = C1.
1

2i
(eiγ1y − e−iγ1y) + C2.

1

2
(eiγ1y + e−iγ1y) + C3.

1

2
(eiγ2y − e−iγ2y) + C4.

1

2
(eiγ2y + e−iγ2y)

donc

Y (y) = eiγ1y
(
C1

2i
− C2

2

)
+ e−iγ1y

(
C2

2
− C1

2i

)
+ eγ2y

(
C3

2
− C4

2

)
+ e−γ2y

(
C4

2
− C3

2

)
donc par identi�cation

Y (y) = eiγ1y (D1) + e−iγ1y (D2) + eγ2y (D3) + e−γ2y (D4)
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Annexe 4 : calcul de det(A)

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 1

sin(γ2Ly) cos(γ2Ly) sinh(γ1Ly) cosh(γ1Ly)
0 −γ2

2 0 γ2
1

−γ2
2sin(γ2Ly) −γ2

2cos(γ2Ly) γ2
1sinh(γ1Ly) γ2

1cosh(γ1Ly)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 1
A B C D
0 −γ2

2 0 γ2
1

E F G H

∣∣∣∣∣∣∣∣
det(A) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
E F G H
A B C D
0 −γ2

2 0 γ2
1

0 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
E G F H
A C B D
0 0 −γ2

2 γ2
1

0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ E G
A C

∣∣∣∣× ∣∣∣∣ −γ2
2 γ2

1

1 1

∣∣∣∣
det(A) =

∣∣∣∣ −γ2
2sin(γ2Ly) γ2

1sinh(γ1Ly)
sin(γ2Ly) sinh(γ1Ly)

∣∣∣∣× ∣∣∣∣ −γ2
2 γ2

1

1 1

∣∣∣∣
det(A) =

[
−γ2

2sin(γ2Ly) sinh(γ1Ly)− sin(γ2Ly) γ2
1sinh(γ1Ly)

]
(−γ2

2 − γ2
1)

det(A) = sin(γ2Ly) sinh(γ1Ly)(−γ2
2 − γ2

1)(−γ2
2 − γ2

1)

det(A) = sin(γ2Ly) sinh(γ1Ly)(γ2
2 + γ2

1)2
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Annexe 5 : détermination de la solution T (t)

On a β4 = − 1
µ2

T̈
T =⇒ β4µ2T + T̈ = 0

On étudie le polynôme caractéristique : P (X) = X2 + β4µ2

On calcule le discriminant : 4 = −4β4µ2 < 0 , les solutions sont donc complexes

X1 =
−i
√

4X2β4µ2

2 = − i2Xβ
2µ

2 = −iXβ2µ

X2 =
i
√

4X2β4µ2

2 = i2Xβ2µ
2 = iXβ2µ

Donc T (t) = A.cos(β2µt) +B.sin(β2µt)
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