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Le Lasso

@ Données
» X € R"™P les p variables observées n fois
» yeR” la variable réponse
@ Inconnues
» B eRP
@ hypothéses : pas de biais (pas de terme constant)
» mean(X) =10
> [IX]2 =1
» mean(y) =0

le cout pénalisé

A(B) = 3IXB = yI? + A8l

La forme contrainte
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Roadmap

© Le chemin de régularisation désigne I'ensemble des
solutions C = {B)|\ € R*}

» Quand A =0, B = (XTX)"1XTy
> |l existe un A,y tel que Bmax =0 <
@ La solution B)\ dépend de deux ensembles /g et Iy %

» connaissant /g, il existe une forme fermée pour : s
calculer 3

e
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Cosficint
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‘Shrinkage Factor

© Le chemin de régularisation du lasso est linéaire
par morceau

» Quand X varie et que les deux ensembles /3 et Iy

demeurent inchangg, B,\ varie linéairement
» Le chemin est définit par une liste ordonnée
(Mo=0,A1,. s Aky ey Amax)
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La notion de chemin de régularisation
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Alarge = 3 = 0so that [XTy| <\
the first non zero component for vector 3 appears for A = max |X "y|

the regularization path is piecewise linear
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Chemin de régularisation

Bo b1 B2
40 #0 40
20| Po—(A—2o)w ) Br—(A—A1)wv1 o
_____ - B=0
Z0 ~Z0 Z0
40 #0 0
Ao =0, I/g ={1,2,3,4} A1, I/; ={1,3,4} A2, /5 ={1,3}
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Il existe un Ap,in tel que Bmin # 0
Quand A =0, Bo = (XTX)1XTy
Pour A tout petit

Vi (B) = XT(XB — y) + Asign(B)

or
sign(3) = sign(Bo)
XT(XBx—y) +Asign(Bo) =0
XT(XBo—y) =0
et donc

Br = Bo— A (XTX) Lsign(o)

avec v = (X T X) Lsign(5o)
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Il existe un \pax tel que B =0

o C'est la multiplicateur de Lagrange de la solution contrainte avec
t=0

e Nous verrons d'autres facons de la retrouver (mais il nous faudra
travailler avec la sous différentielle... )

Amax = _Mmax (|XTy|)_i
JEL....p
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Connaissant /3, il existe une forme fermée pour calculer 3y

Vj e Ig 851.J(B) =0

(X%, X %) (ﬂga) ~ (X[y) + A (sign(3,) = 0

By = { g/ﬁ = éX,;X,ﬁ)_l(X,—Bry —A sign(Xl—ﬂry))
b =
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Sous-gradient et sous-différentiel

Exemple : J1 : R — R, x — Ji(x) = |x|
v sous-gradient de J; en 0 : Vx € V(0)
A(X)Z A0 +7(x=0) & |x[Z7yx
six>0:7<1 six<0:v>-1
= 0h(0)=[-1,1]

X, v € [=1,1] Ox|

Définition
J :R" — R convexe. v € R" est un sous-gradient de J au point xo si
J(x) > J(x0) + 7" (x — x0) Vx € V(xo)
Le sous-différentiel de J en xo est I'ensemble de ses sous-gradients :
o J(x0) = {7 eR" | J(x) > J(x0) +7 " (x — x0), Vx € V(x0)}

@ J convexe : V(xo) peut étre remplacé par R” (local = global)

@ J différentiable en xo : 9J(x0) = {VJ(x0)} (ex. 9|x| = {sign(x)}, x # 0)

@ regle de Fermat : x* € argminJ < 0 € 9J(x¥)

Rockafellar, Convex Analysis, 1970 — Hiriart-Urruty & Lemaréchal, Fundamentals of Convex Analysis, 2001

MLA 12 octobre 2026 9/17



|
Conditions d'optimalité du Lasso : /3 et Iy

J(B) = 3ly = XBIZ+ MM, 118l =16
=1
Is = {j | Bj # 0} (variables actives), b =1{j| Bj =0}, X=X, 1)

I O

B optimal < 0 € 03J(6X) < Jo; € [-1,1], j € l, tels que

(variables réordonnées)
Xy Xis Xy X\ [ Bis g sign(B,)\ Xny\ o (OFF
X/;FX’B XIIX’o 0 Qo XII)’ @ b
@ X,;X,B Bis = X,gy — Asign(B,) un systéme linéaire en 3,
@ X7 (y = XiuBi)| <A Vi€ o car Joj| < 1

A I5 et signes fixés, S, = (X,gX,B)’1 (Xi,y — Asign(By;)) est affine en X
Osborne, Presnell & Turlach, J. Comput. Graph. Stat., 2000 —  Fuchs, IEEE Trans. Inf- Theory, 2004
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Retour au chemin de régularisation

p
min Jy(8) avec Jx\(B)=3|XB—yl*+ 21D |8

BERP =
1 si ﬂj >0
0J(B) = XT(XB —y) + As(B) avec sj(B) = ¢ [-1,1] sipj=0
-1 si ﬂj <0

3 optimal si 0 € 9J(3) c'est-a-dire si pour g(8) = X (XB — y)
{g@D+A0 si Bj >0

“A<g<A sifj=0
g(B)—A=0 sip <0

Un cas intéressant :

si A > max(Xy); alors =0
J
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Pénalisé ou contraint? Vers le chemin de régularisation

forme pénalisée forme contrainte
B =argmin 3lly = XBI* + AL B =argmin 3]y —XB|* ta. Bl <k
BERP BERP
Equivalence
Vk 3 tel que 85 = B (A = multiplicateur de Lagrange de la contrainte)

et réciproquement k = ||3%]l1 ; A =0 <> moindres carrés ; A > [|X Tyl ¢+ k=0

@ BN =Bo—(A=X)v pour A€ V(X)) ? (chemin localement affine ?)

Bo B1 B2
#0 £0 40
Bo — (A — Xo)vo f1— (A —A)v
#0 0 o | 5. B=o0
#0 #0 #0
40 £0 0
A0 - Oa IB = {172>3a4} >‘15 IB = {11374} )\27 I,B = {173}

Oui (transparents suivants) : 3 Ig et signes fixés, chemin affine par morceaux; cassures

<A1 <A<...
Tibshirani, J. R. Stat. Soc. B, 1996 — Rosset & Zhu, Ann: Statist., 2007
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Calcul du chemin (1) : partir des moindres carrés, A\g = 0

@ A=0: J(B)=3lly - XBIP (Bo),-{séo vj » toutes
Tva T Is={1,2,...,p toutes
X Xpo=X"y =0

@ XeV(0), X=ce tout petit : I3 et les signes ne changent pas
XX Bx = X"y — Asign(Bo)
X (B — Bo) = —Asign(Bo) = Bx=PHo— X (X" X) 'sign(Bo)

| S

\4

Jusqu'odi ? La composante j s'annule quand  (fo); —Av; =0 <« |[AV = @
J

Premier point de cassure

A1 = min @

j:(Bo)j/vi>0 Y Br=fo— Aav Is < Ig\ {j1}, jr="argmin
J:(Bo)j/vj> j

hypothése : X" X inversible (n > p, X de rang p)
Osborne, Presnell & Turlach (homotopie), IMA J. Numer. Anal., 2000
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Calcul du chemin (2) : de A\ a A\xiq

’ Ak, Bk associés a Ig et I ‘ pour A > Ae, X € V() X = X(:, I5)
X" X Br = X"y — Asign(B)
X" Xi Bk = X"y — A sign(Bx) vraie pour Ak
- X" Xi (Bx — B) = —(X — \e) sign(Br)
B =Bk — (A= M) v vie = (X" Xi) " sign(Bk) € R

sortiede i: (Br)i=0 & (Bu)i—(A=X)(w)i=0 & A= + %é:;'
(Br)i

i€lg : (Bk)i/(vi)i>0 (Vk)i

Ak+1 = Ak +

Pour un algorithme exact (homotopie)

@ entrée : j € lp entre si |XjT(y —XiB\)| =A; Akg1 = 1°7 des 2 événements
@ arrét : B=0dés A > || X y|le; en sens inverse (A décroissant) : LARS-Lasso

@ nombre de segments : souvent &~ min(n, p), exponentiel en p dans le pire cas

Efron, Hastie, Johnstone & Tibshirani, Least angle regression, Ann. Statist., 2004 .— Mairal & Yu, ICML, 2012
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Sklearn et le Lasso

hitps://scikit-learn.orgstable/

do @ dele [Borive ~+ conine @ Golove.cs [ Ee12020.25Norma... [ Commite A G OARI 13 MicrosoftWord - [Jrerate = Gosle.d (@ Fsfox ontor € aventin 355 s artces [

SC1l k ]_t - lea rn » Simple and efficient tools for predictive data analysis
« Accessible and reusable in vari

» Built on NumPy, SciPy, and matplotlib

+ Open source, commercially usable - BSD license

Machine Learning in Python

Classification Regression Clustering

dentitying which category an object belongs to. Predict i Jated with an obg i similar ot
Applications: Spam detection, image recogniton. Applications: Drug response, Stock prices. Applications: Customer segment
Algorithms: S\, dom forest, and it random forest, and

Algorithms: k-Means. soectral ¢!
 Seealso
lars_path_gram
Compute LARS path.
lasso_path
Compute Lasso path with coordinate descent.
Lassolars
Lasso model fit with Least Angle Regression a.k.a. Lars.
Lars
Least Angle Regression model a.k.a. LAR.
LassoLarsCV
Cross-validated Lasso, using the LARS algorithm.
LarsCV
Cre¢ If Least Angle ion model.

sklearn.decompos: arse_encode

Sparse coding.




. Install User Guide APl Examples Community@® More ~ Q
RidgeCV
Lasso
ElasticNet
ElasticNetCV class sklearn.linear_model.Lasso(alpha=1.0, *, fit_intercept=True,
Lo precompute=False, copy X=True, max_iter=1000, tol=0.0001, warm_start=False,
LarscV positive=False, random_state=None, selection='cyclic') [source]
I Lasso Linear Model trained with L1 prior as regularizer (aka the Lasso).
LassoCV The optimization objective for Lasso is:
Lassolars
(17 (2 % n_samples)) * ||y - Xw||*2_2 + alpha * ||w]||_1
LassoLarsCV

LassoLarsIC Technically the Lasso model is optimizing the same objective function as the Elastic Net with

OrthogonalMatchingPursuit 11_ratio=1.0 (no L2 penalty).
OrthogonalMatchingPursuitCV Read more in the User Guide.
ARDRegression
Parameters:
BayesianRidge
alpha : float, default=1.0

MultiTaskElasticNet

Constant that multiplies the L1 term, controlling regularization strength. alpha must be a
MultiTaskElasticNetCV " S

non-negative floati.e.in [0, inf).

MultiTaskLasso o . B
When alpha = 0, the objective is equivalent to ordinary least squares, solved by the

LinearRegression object. For numerical reasons, using alpha = @ with the Lasso object
HuberRegressor i not advised. Instead, you should use the LinearRegression object.

MultiTaskLassoCV.

QuantileRegressor

fit_intercept : bool, defaul

=True

RANSACRegressor Whether to calculate the intercept for this model. If set to False, no intercept will be used in
TheilSenRegressor calculations (i.e. data is expected to be centered).
GammaRegressor

precompute : bool or array-like of shape (n_features, n_features), default=False

PoissonRegressor Whether to use a precomputed Gram matrix to speed up calculations. The Gram matrix can

TweedieRegressor also be passed as argument. For sparse input this option is always False to preserve
PassiveAggressiveRegressor sparsity.
enet_path

copy_X : bool, default=True
lars_path If True, X will be copied; else, it may be overwritten.
lars_path_gram

max_iter : int, default=1000
lasso_path N . "
The maximum number of iterations.
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