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Le Lasso
Données

I X ∈ Rn×p les p variables observées n fois
I y ∈ Rn la variable réponse

Inconnues
I β ∈ Rp

hypothèses : pas de biais (pas de terme constant)
I mean(X ) = 0
I ‖Xj‖2 = 1
I mean(y) = 0

le cout pénalisé

Jλ(β) = 1
2‖Xβ − y‖2 + λ‖β‖1 ,

La forme contrainte

min
β∈Rp

1
2‖y − Xβ‖2 avec ‖β‖1 ≤ t
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Roadmap

1 Le chemin de régularisation désigne l’ensemble des
solutions C = {β̂λ|λ ∈ R+}

I Quand λ = 0, β̂0 = (XTX )−1XT y
I Il existe un λmax tel que β̂max = 0

2 La solution β̂λ dépend de deux ensembles Iβ et I0
I connaissant Iβ , il existe une forme fermée pour

calculer β̂λ

3 Le chemin de régularisation du lasso est linéaire
par morceau

I Quand λ varie et que les deux ensembles Iβ et I0
demeurent inchangé, β̂λ varie linéairement

I Le chemin est définit par une liste ordonnée
(λ0 = 0, λ1, . . . , λk , . . . , λmax)
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La notion de chemin de régularisation

β(λ)

λ large ⇒ β = 0 so that |X>y | ≤ λ
the first non zero component for vector β appears for λ = max |X>y |

the regularization path is piecewise linear
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Chemin de régularisation
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β0 β1 β2

λ0 = 0, Iβ = {1, 2, 3, 4} λ1, Iβ = {1, 3, 4} λ2, Iβ = {1, 3}

β0 − (λ− λ0)v0 β1 − (λ− λ1)v1
· · · β = 0
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Il existe un λmin tel que β̂min 6= 0
Quand λ = 0, β̂0 = (XTX )−1XT y
Pour λ tout petit

∇βJλ(β) = XT (Xβ − y) + λ sign(β)

or
sign(β) = sign(β0)

XT (Xβλ − y) +λ sign(β0) = 0
XT (Xβ0 − y) = 0

et donc
βλ = β0 − λ (XTX )−1sign(β0)

λmin = min
j∈1,...,p

∣∣∣∣(β0)j
vj

∣∣∣∣ avec v = (XTX )−1sign(β0)
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Il existe un λmax tel que β̂max = 0

C’est la multiplicateur de Lagrange de la solution contrainte avec
t = 0

Nous verrons d’autres façons de la retrouver (mais il nous faudra
travailler avec la sous différentielle... )

λmax = max
j∈1,...,p

(|X>y |)j
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Connaissant Iβ, il existe une forme fermée pour calculer β̂λ

∀j ∈ Iβ ∂βjJ(β) = 0

(
X>IβXIβ X>IβXI0

)(βIβ
0

)
−
(
X>Iβ y

)
+ λ

(
sign(βIβ )

)
= 0

β̂λ =

{
βIβ = (X>IβXIβ )

−1(X>Iβ y − λ sign(X>Iβ y)
)

βI0 = 0

MLA 12 octobre 2026 8 / 17



Sous-gradient et sous-différentiel
Exemple : J1 : R→ R, x 7→ J1(x) = |x |
γ sous-gradient de J1 en 0 : ∀x ∈ V(0)
J1(x) ≥ J1(0) + γ (x − 0) ⇔ |x | ≥ γ x

si x > 0 : γ ≤ 1 si x < 0 : γ ≥ −1
⇒ ∂xJ1(0) = [−1, 1]

x

|x|

γx, γ ∈ [−1, 1]

x

1

−1

∂|x|

Définition
J : Rn → R convexe. γ ∈ Rn est un sous-gradient de J au point x0 si

J(x) ≥ J(x0) + γ>(x − x0) ∀x ∈ V(x0)
Le sous-différentiel de J en x0 est l’ensemble de ses sous-gradients :

∂xJ(x0) =
{
γ ∈ Rn

∣∣ J(x) ≥ J(x0) + γ>(x − x0), ∀x ∈ V(x0)
}

J convexe : V(x0) peut être remplacé par Rn (local = global)

J différentiable en x0 : ∂J(x0) = {∇J(x0)} (ex. ∂|x | = {sign(x)}, x 6= 0)

règle de Fermat : x? ∈ argmin J ⇔ 0 ∈ ∂J(x?)
Rockafellar, Convex Analysis, 1970 – Hiriart-Urruty & Lemaréchal, Fundamentals of Convex Analysis, 2001
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Conditions d’optimalité du Lasso : Iβ et I0

J(β) = 1
2‖y − Xβ‖2 + λ‖β‖1, ‖β‖1 =

p∑
j=1

|βj |

Iβ = {j | βj 6= 0} (variables actives), I0 = {j | βj = 0}, XI = X (:, I )

∂βJ(β) = −X>y + X>Xβ + λ s avec sj =

{
sign(βj) si βj 6= 0
αj ∈ [−1, 1] si βj = 0

β?λ optimal ⇔ 0 ∈ ∂βJ(β?λ) ⇔ ∃αj ∈ [−1, 1], j ∈ I0, tels que
(variables réordonnées)(

X>Iβ XIβ X>Iβ XI0

X>I0 XIβ X>I0 XI0

)(
βIβ

0

)
+ λ

(
sign(βIβ )

αI0

)
−

(
X>Iβ y

X>I0 y

)
= 0

1 Iβ

2 I0

1 X>Iβ XIβ βIβ = X>Iβ y − λ sign(βIβ ) un système linéaire en βIβ

2
∣∣X>j (y − XIββIβ )

∣∣ ≤ λ ∀j ∈ I0 car |αj | ≤ 1

À Iβ et signes fixés, βIβ = (X>Iβ XIβ )
−1(X>Iβ y − λ sign(βIβ )) est affine en λ

Osborne, Presnell & Turlach, J. Comput. Graph. Stat., 2000 – Fuchs, IEEE Trans. Inf. Theory, 2004
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Retour au chemin de régularisation

min
β∈Rp

Jλ(β) avec Jλ(β) =
1
2‖Xβ − y‖2 + λ

p∑
j=1

|βj |

∂J(β) = X>(Xβ − y) + λs(β) avec sj(β) =


1 si βj > 0

[−1, 1] si βj = 0
−1 si βj < 0

β optimal si 0 ∈ ∂J(β) c’est-à-dire si pour g(β) = X>(Xβ − y)
gj(β) + λ = 0 si βj > 0
−λ ≤ g ≤ λ si βj = 0
gj(β)− λ = 0 si βj < 0

Un cas intéressant :

si λ ≥ max
j

(X>y)j alors β = 0
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Pénalisé ou contraint ? Vers le chemin de régularisation
forme pénalisée

β?λ = argmin
β∈Rp

1
2‖y − Xβ‖2 + λ‖β‖1

forme contrainte

β̃k = argmin
β∈Rp

1
2‖y −Xβ‖2 t.q. ‖β‖1 ≤ k

Équivalence
∀k ∃λ tel que β?λ = β̃k (λ = multiplicateur de Lagrange de la contrainte)
et réciproquement k = ‖β?λ‖1 ; λ = 0↔ moindres carrés ; λ ≥ ‖X>y‖∞ ↔ k = 0

? β?(λ) = β0 − (λ− λ0) v pour λ ∈ V(λ0) ? (chemin localement affine ?)

6= 0

6= 0

6= 0

6= 0

6= 0

0

6= 0

6= 0

6= 0

0

6= 0

0

β0 β1 β2

λ0 = 0, Iβ = {1, 2, 3, 4} λ1, Iβ = {1, 3, 4} λ2, Iβ = {1, 3}

β0 − (λ− λ0)v0 β1 − (λ− λ1)v1
· · · β = 0

Oui (transparents suivants) : à Iβ et signes fixés, chemin affine par morceaux ; cassures
λ0 < λ1 < λ2 < . . .

Tibshirani, J. R. Stat. Soc. B, 1996 – Rosset & Zhu, Ann. Statist., 2007
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Calcul du chemin (1) : partir des moindres carrés, λ0 = 0
1 λ = 0 : J(β) = 1

2‖y − Xβ‖2

A X>X β̂0 = X>y

(β̂0)j 6= 0 ∀j
Iβ = {1, 2, . . . , p} (toutes)
I0 = ∅

2 λ ∈ V(0), λ = ε tout petit : Iβ et les signes ne changent pas

B X>X βλ = X>y − λ sign(β̂0)

B − A : X>X (βλ − β̂0) = −λ sign(β̂0) ⇒ βλ = β̂0 − λ (X>X )−1sign(β̂0)︸ ︷︷ ︸
v

Jusqu’où ? La composante j s’annule quand (β̂0)j − λ vj = 0 ⇔ λ(j) =
(β̂0)j
vj

Premier point de cassure

λ1 = min
j : (β̂0)j/vj>0

(β̂0)j
vj

β1 = β̂0 − λ1v Iβ ← Iβ \ {j1}, j1 = l’argmin

hypothèse : X>X inversible (n ≥ p, X de rang p)
Osborne, Presnell & Turlach (homotopie), IMA J. Numer. Anal., 2000
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Calcul du chemin (2) : de λk à λk+1
λk , βk associés à Iβ et I0 pour λ > λk , λ ∈ V(λk) XI = X (:, Iβ)

A X>I XI βλ = X>I y − λ sign(βk)

B X>I XI βk = X>I y − λk sign(βk) vraie pour λk

A − B X>I XI (βλ − βk) = −(λ− λk) sign(βk)

βλ = βk − (λ− λk) vk vk = (X>I XI )
−1sign(βk) ∈ R|Iβ |

sortie de i : (βλ)i = 0 ⇔ (βk)i − (λ− λk)(vk)i = 0 ⇔ λ = λk +
(βk)i
(vk)i

λk+1 = λk + min
i∈Iβ : (βk )i/(vk )i>0

(βk)i
(vk)i

Pour un algorithme exact (homotopie)

entrée : j ∈ I0 entre si |X>j (y − XIβλ)| = λ ; λk+1 = 1er des 2 événements

arrêt : β = 0 dès λ ≥ ‖X>y‖∞ ; en sens inverse (λ décroissant) : LARS-Lasso

nombre de segments : souvent ≈ min(n, p), exponentiel en p dans le pire cas

Efron, Hastie, Johnstone & Tibshirani, Least angle regression, Ann. Statist., 2004 – Mairal & Yu, ICML, 2012
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Sklearn et le Lasso

Lasso
LassoCV
Lars

lars_path
lars_path_gram
lasso_path

sklearn.decomposition.sparse_encode
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