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UV Statistique pour I'Ingénieur

Cours n° 11-12

Tests sequentiels vs. non sequentiels
Comparaison de deux echantillons
Test d'adequation, ...
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Tests sequentiels vs tests non-sequentiels

* Exemple :

= « Soit un nouveau lot de pieces d'une societé qui a toujours donné
satisfaction jusque la. Allons-nous accepter ce lot de nouveau, ou
bien le rejeter ? »

* Test Non-Sequentiel :
= Tirer du lot un échantillon de taille n fixée a priori.

= En notant p la proportion de défectueux, se pose le pb. de
faire le test suivant avec o (erreur grave) fixé :

( )

| Hy p=p,HS)
LHl.‘pzpl(p1>p0)(HS)J

* Nb : utilisation d'une v.a. X~B(n, p) ou n fixé a priori
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Tests sequentiels vs tests non-sequentiels

* Exemple :

= « Soit un nouveau lot de pieces d'une societé qui a toujours donné
satisfaction jusque la. Allons-nous accepter ce lot de nouveau, ou
bien le rejeter ? »

* Test Sequentiel : (pour économiser des analyses )
= Tirer du lot une piece
= Regarder si la piece tirée est bonne ou défectueuse
= Deécider:
- soit d'accepter le lot (accepter H )

- soit de refuser le lot (rejeter H )
- soit de tirer une nouvelle piece (n<—n+1)
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Tests sequentiels vs tests non-sequentiels

* Exemple :

= Traitement sequentiel des signaux RADAR pour détecter les cibles
ennemies.

= Taille d'échantillon = Temps d'observation/Période d'acquisition
= « cible mobile amie (HO) ; cible mobile ennemie (H1) »

* Test Sequentiel :
= Détecter une cible mobile
= Regarder si la cible est amie ou ennemie
= Deécider:
- soit de proteger la cible (accepter HO)
- soit de détruire la cible (rejeter HO)
- soit de continuer a l'observer (t<t+1)
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Tests séquentiels (Wald, 1943)
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* Exemple :

= en notant p la proportion de déefectueux, faire le test suivant
avec a (risque de 1ere espece) et 3 (risque de 2eme espece)

H,:p=p,(HS)
H,:p=p,(p,>p,)(HS)

fixeés :

= sachant que X~B(1,p) , tirer la i-eme piece et calculer :

L(Xi’pl>

(1-p,)

Z=In

= regle de decision :

A. ROGOZAN

<

:Xl.ln&%—(l—Xi)ln

L(X,, p) 2 (1= py)

f

SiZl—I—ZZ—I—...—I—Zn>ln1—alorsrejeterlelot
X

>
SiZ +7Z,+...+7Z <InBalorsaccepter le lot

\ Sinon tirer une autre piece

\

J
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Tests séquentiels (Wald, 1943)

* [llustration du critere de decision sequentiel :

s L(X,, ..., X, ;
Z,+...+Z =In (X, r)
L(X,,...., X, po) \ |

Arret de l'analyse

l Seuil de rejet « Rejet du lot »

1 D e \/ o Taille n* de
Seuil d'acceptation I'échantillon

In B
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Comparaison de deux echantillons

* Probleme : Comparer le comportement de 2 (ou plusieurs)
populations vis a vis d'un certain phénomene mesurable

* Méthode :

= Associer a chaque population une v.a.
= Tirer un echantillon de chacune des populations

= Determiner (a partir des échantillons tirés) si les v.a. ont la méme
distribution

A. ROGOZAN
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Classification des methodes
de comparaison de deux echantillons

- Echantillons non-appariés
= Cas des échantillons gaussiens :

1) Test de Fisher (d'égalité des variances)
Si réussite :
2) Test de Student (d'égalité des moyennes)
Si échec : échantillons issus de distributions différentes

= (Cas des échantillons issus des distributions inconnues :
Test non-paramétrique de Wilcoxon (de rang)

- Echantillons appariés
= Test non-parametrique du signe

A. ROGOZAN
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Loi de Fisher

- Sidesv.a.V, etV, indépendantes et de loi de probabilites
Vl
X2 ot X ”n
D, et D, alors V_NFp“pz (loi de Fisher a p et p degres de liberte)
2

P>

1
= Propriete des fractiles : fpl,pz,-azf
Py Py 1—«
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Test de Fisher (d'egalité des variances)

* Comparaison de 2 échantillons gaussiens :
X, ...X avec X~N(u,,0° )etY , ..,Y avec Y~N(u,o" )

\

* Test bilatéral : |H,:05=0,(HC)

3 >

LHI.'Ui;?ﬁU?;(HC)

J

| o ) ) S*Z
= Variables de décision: S¥*~x2 ,  S’*~Xx2 . et sz
Y

= Fonction pivotale sous H0 suit une loi de Fisher :
S

*2N
Sy

F

n—1, m—1

A. ROGOZAN 10
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Test de Fisher (d'egalité des variances)

* Comparaison de 2 échantillons gaussiens :
X, ...X avec X~N(u,,0° )etY , ..,Y avec Y~N(u,o" )

* Test bilatéral :

r ) w
H,:0,=0,(HC)

S

;

H,: O'i#O'?;(HC)J

= Seuils = fractiles de la loi de Fisher

L Sy v
= Région critique : w={—<4}U{—-> B}avec A<1<B
Sy Sy
A=f ; B=f '
n—1,m—1,;— n—1, m—1;1—-—
2 2

A. ROGOZAN
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Test de Fisher (d'egalité des variances)

* Comparaison de 2 échantillons gaussiens :
X, ...X avec X~N(u,,0° )etY , ..,Y avec Y~N(u,o" )

* Test unilatéral : -

f

= Region critique :

A. ROGOZAN

H,:0%=0(HC)

H,: o <o (resp. U§(>U§)(HC)J

%2
S x

2
S *
Y v
\
\

%2
S x

<fn—1, m—1 ’,(X(resp. _*2>fn—l, m—1 ;1—(x)

e 4

Sy

Fractiles de la loi de Fisher
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Estimation sur deux populations gaussiennes
de méme variance

Si le test de Fisher réussit ... comment bien estimer o*?

Soit 2 échantillons non-appariés gaussiens de méme variance
Inconnue '

X, ...X avec X~N(u,,0°)etY ,..,Y avec Y~N(u,o0’)

Montrer que :

1
§=——
N-2

est un estimateur sans biais de la variance o

(n—1)S7+(m—1)S}*] o N=n+m
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Test de Student (d'egalité des moyennes)

* Soit 2 échantillons gaussiens de méme variance inconnue '

1

* Test bilatéral : |

‘

Hy:py=p,(HC)
H ruy#py (HC)

\

J

X, ...,X avec X~N(u_,0’)etY, ...Y avec Y~N(u_ o)
n X 1 m Y

= Variables de décision: X,Yet X-Y

= Fonction pivotale sous Hosuit une loi de Student (N=n+m)
X-Y o
N-=2
S* 1__|_1_

A. ROGOZAN

n

m
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Test de Student (d'egalité des moyennes)

* Soit 2 echantillons gaussiens de méme variance inconnue
X, ...X avec X~N(u,,0°)etY,..,Y avec Y~N(u,o0’)

( )
» Test bilatéral : | Ho b=y (HC)
H,: py#u,(HC)

\ J

. " . _ Fractiles de la loi de Student
= Région critique avec N=n+m :

e
e

\\
, \\
e A

X-Y X-Y
N 2; 1——
__|__ __|__
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Test non-parametrique de Wilcoxon (de rang)

« Comparaison de 2 eéchantillons X1, ...,Xn et Y1, Y
de lois de probabilités X et Y inconnues :

m

« Test unilatéral : Hy. Fy=F,
H.:F,>F,(ouF,<F,ouF ,#F,)

F. > F, =>v.a. X stochastiquement<v.a’Y

= Ordonner de maniere croissante le melange des deux
echantillons : YS XKpS Yig<en Y <on<X

*rang des Y 1 3 i
° rang des X 2 n+m

(n+m)

= Variable de décision : WXZZ(mnngeSX)

A. ROGOZAN 16
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Test non-parametrique de Wilcoxon (de rang)

« Comparaison de 2 eéchantillons X1, ...,Xn et Y1, Y

m

de lois de probabilités X et Y inconnues :

 Test unilatéral : |

.

H:Fy>FylouF y<FyouF #F,)!

H,.F,=F,

\

= Variable de décision: W ,=) (rangsdes X)

- Fonction pivotale sous H_ suit asympt. une loi normale :

A. ROGOZAN

W= N(uy=

nn+m+1) , mm(n+m+1)

)O-W: )

2 12
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Test non-parametrique de Wilcoxon (de rang)

« Comparaison de 2 eéchantillons X1, ...,Xn et Y1, Y

m

de lois de probabilités X et Y inconnues :

 Test unilatéral :

= Région critique :

H,:F,=F,

H,:F,>F,
xX<Y

n
W . <
X 2

n+m+1) \/nm(n-l—m—l—l)

A

12

Fractiles de la loi normale centrée réduite

= Remarque : Si rangs €gaux, attribuer a chacun un rang moyen.

A. ROGOZAN
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Test du signe (Arbutnott, 1710)

- Comparaison de 2 echantillons apparies (X,Y.)...(X ,Y )
de lois de probabilités X et Y inconnues

- Variable de décision = différence des v.a. D =Y -X

= Statistique Z = nb. de fois ou D > 0 => Z~B(n,p)
r \

H,:p>

\

1
2

H,:p=

1

2
]

—(ou p<—ou p#—)

2,

]
2

)

= Fonction pivotale sous Hosuit une loi Binomiale :

A. ROGOZAN

Z~B(n, p=0,5)
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Test du signe (Arbutnott, 1710)
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- Comparaison de 2 echantillons apparies (X,Y.)...(X ,Y )

de lois de probabilités X et Y inconnues f

* Variable de décision : Z=nb.defoisouD >0

H,:p=
{
H,:p>

= Région critique : Z>bn,‘p:o,s,-1_a

" Fractile de la loi binomiale

= Remarque : en cas de valeurs egales, supprimer les
couples correspondant a ces égalites

A. ROGOZAN

1\
2
1
2;
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Test d'adéquation (non-parametriques)

« Vérifier a partir d'un échantillon X1, ...,Xn Si une v.a. suit ou
non une certaine loi de probabillité :

. H,:X~Loi

$ >

;X nesuit pas Loi.

= Testdu X . distance entre la frequence théorique et la
frequence observée

= Test de Kolmogorov-Smirnov : distance entre la fonction de
repartition empirique et la fonction de repartition théorique

= Test de normalité : droite de Henry

Tests a tres faible puissance !!!

A. ROGOZAN 21
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Test du X’

« Objectif : Veérifier a partir d'un échantillon X1, ...,Xn Si une v.a.
suit ou non une certaine loi de probabilite

= repartir les valeurs possibles de la v.a. X en K classes ;
(classes de probabilite a priori p, )

= associer a un échantillon de taille n, un v.a. (N1,...,NK), ou
Nk est le nombre de fois ou la valeur k a été observée

( . )
H ,: les parametres sont les p,

H\:les parametres ne sont pas les p,

A. ROGOZAN 22
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« Variable de décision : distance entre |'effectif théorique n*pk et
'effectif observe N,

i _”Pk) Si effectifs theoriques n*p > 5
o sinon regrouper des classes !!!

= Fonction pivotale sous Hosuit une loi de chi 2 : D°~X3_,

Fractile de la loi de chi2

- Région critique : D*>4 =>D’>X. " |

A. ROGOZAN 23
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Test du X°

« Distance entre effectifs théorique n*pk et observe N

Z _npk> ~ X?(—1

= Région critique : D’>4 => D2>X§<_1,.1_(X

= Remarques :
* test applicable aux v.a. continues ou discretes
- si la loi de I'nypothese H_presente r parametres

Inconnus devant étre estimés alors ;

D Z _npk ~ X?(—l—r

A. ROGOZAN 24
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- Objectif : Verifier a partir d'un echantilion X.
suit ou non une certaine loi de probabilite (g -F=F

H,:F#F,

Informatique
Technologie

Test de Kolmogorov-Smirnov

= Var. décision : distance entre les fonctions de repartition
D,=max|F,(x)=F(x)|

empirique et théorique

ou D_suit une distribution tabulee qui, sous H , ne depend

plus de la loi de X
= Région critique: D >4 => D >d, ,_,
n Remarques
* plus précis que le test du X

* applicable uniqguement aux v a. continues de loi de référence

*ontitie

Statistique

Cours n°11-12

, ..,Xn Sl une v.a.

J
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