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Deux variables quantitatives

(Xiayi)7i: ]-a'--an

taille | poids
Alice | x1 )%
Bill Xj Yi
Sue Xn Yn

import matplotlib.pyplot as plt

Nuage de point (scatterplot)
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taille = [157.2, 162,5, 181.2, 180.9, 155.8]
poids = [64.0, 53.0, 73.0, 83.4, 53.4]

plt.plot(taille,poids,"ob") # ob = "o" ronds, "b" bleus



Mesure de dépendance : Covariance et corrélation

Variance
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Les OPM associées

V(X)= 23 06— %P Bx((X - m)?) = o
i=1

n

cov = Z(x,- -X)yi—y) — IEX,Y((X — ) (Y — My))

; n—00
i=1

p=cor(X,Y) = _cov(X,Y) N Ex,y (X — ) (Y — py))
V(X)V(Y) n—oo 2 0}2/
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Distribution Gaussienne en dimension 2

% EJ @ Ed EJ % @ EJ E) £ o %
poids

Soit Z une variable aléatoire Gaussienne bidimensionnelle
X
z=(% )~ N0

avec la matrice de variance covariance X

o Hx = IE(X) - ATy
R E((z—m(z—m)) =
o2 cov 1 1 o2 —cov
= x Tt = Y
x ( cov oy )’ x 0202 — cov? ( —cov o2



Distribution Gaussienne en dimension 2

Soit Z une variable aléatoire Gaussienne bidimensionnelle
X

avec la matrice de variance covariance X

_ 2
W= IU’X_]E(X) 2—1:; Uy
py = 1E(Y) 0202 — cov? \ —cov
Sa densité s'écrit (z € IR?)
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Probabilité et Densité conditionnelle

Variables qualitatives Variables quantitatives

Bob | Alice | John “ . .'
TV 12 | 21 | 12 | 45 AR £ I3
PC| 21 | 12 | 14 | 47 Y asr‘.;" s
VC| 22 | 31 | 14 | 67 .".gt-éf’}'."”
v | 4 | 17 5 | 26 IR

50 | 81 | 45 | 185

Px,v(x,y) fx,v(x,y)
Py x(y|x) = TPx(x) fyix(y[x) = T h(x)



Exemple : densité conditionnelle de gaussiennes

1 1 Ty -1
fev(z=(xy) zrdetaps &P{-2@—m' T z-p)}
frix(ylx) = 0 = . 1 -
* Gro)'" eXp{_R(X—Mx) }

- 1 1 Oy ’
fYX(Y|X)_(T),27T(1—p2)exp{ 203(1p2)<y Hy PUX(X Mx))}

et la loi conditionnelle est aussi normale
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YIX~ N |y 4 p2(x = ), 05(1 = p?)
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L'espérance conditionnelle gaussienne

ag
E(Y[X = x) = pyjx = py + p;y(x — Iix)



Le probléme de prédiction
Fixons x et essayons de prédire y.
Soit h*(x) la meilleure prédiction pour y, (au sens des moindres

carrés)
h*(x) = ar%()r:;nin Eyx(Y - h(x))2
= argmin J(h(x)) avec J(h(x)) = / (Y - h(x))zfy|x(y|x)dy
h(x) y
i dI(h(x))
dh(x) = —2/y (Y = h(x)) fyix (y[x)dy
et
=0 = 100 = [V Ry = E(VIX).

Dans le cas gaussien, la meilleure prédiction est donnée par :

g
E(YX) = 1y + p—>(x = pix)



Le probléme des moindres carrés

Les données dont nous disposons peuvent aussi étre vue comme un
systéme de n équations a 2 + n inconnues (a, b et €). Ce systéme
s'écrit de la maniére suivante :

axi+b+e =y
axi+b+ei =y
axp+b+e, =yn

on recherche a et b qui minimisent simultanément tous les
&, = ].7 n



Calcul du gradient

n
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Conditions d'optimalité 9J(3.5)

—~ =0
(3, b) est solution du probléme T’ig] J(a,b) & 8J(832 E) i,
ob
aJ(/a\’ b) — 0 é\z X,'2 =+ E Z Xi = Zy,-X,' Xn
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Deux équations linéaires a deux inconnues




Réécriture de la solution
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si I'on notex:ﬁz;x;,y:;z;y; et VX:EZ;(X;—X) la
i= i= i=

variance des x;

"Zm Z%ZX:
ZX ()

i= 1

n
;E}’Dﬁ*;E}’i;EX;‘ n n
i=1 i=1 i=1 i

L)
Il

I8N 1¢n 2 = S =
n G Coo
n i=1 i=1 n 1 n
1 1 ~
=S yixi—yx = =D vi—a-y o x
=1 Lt it
=
7Zx,2—i2 = y-—ax
"i—1
*Z Yi —¥) (xi —X)
. _cov(x,y)
= ==

- Z (xi —%)?
=1



Le théoréme des moindres carrés

Théoréme des moindres carrées
Soient (x;,y;), i = 1, n un ensemble de couples d'observations.

La meilleur prédiction de y sachant x, au sens des moindres carrées
est donnée par

(o2
y = h(x) = Eyx(y|x) = py, + P;y(x —fix) =ax+b

avec 3 et b estimés par :

n

Y i—y)(xi—%)
/a\: i=1 . _ COV\(/):y) et

> (i —x)°

i=1
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I
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|
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X

a et b que I'on appelle aussi les estimateurs au sens des moindres
carrés.



Causalité # Corrélation (selon chatGPT)
2
S
Considérons deux variables, X (heures de sommeil) et Y
(productivité au travail). Une corrélation positive entre X et Y
suggérerait que lorsque X (heures de sommeil) augmente, Y
(productivité) augmente également. Cependant, cela n'établit pas

la causalité; ce n'est pas parce qu'une personne dort plus que
nécessairement que sa productivité s'améliorera.

& ]

Considérons maintenant une troisiéme variable, Z (niveau de
stress). Le niveau de stress peut avoir un impact a la fois sur le
nombre d'heures de sommeil d'une personne et sur sa productivité
au travail. Si une personne a des niveaux de stress élevés, elle peut
dormir moins et &tre également moins productive. Dans ce cas, le
niveau de stress (Z) serait une variable causale commune qui
affecte a la fois X (heures de sommeil) et Y (productivité).
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Codage disjontif complet (one hot vector)

(Bob, un pc)

(Percy, un aspirateur)

(Percy, une télé)

(Bob, une téle)

(Percy, une télé) -

(Bob, un mac)

(John, un mac)

(Bob, un lave vaisselle)

Bob | Percy | John | télé | ordi | aspi | lave v.
vi| 1 0 0 0 1 0 0
H=|v2| O 1 0 0 0 1 0

v | 1 0 0 0 0 0 1

Table: Exemple de codage disjonctif complet.



Tableau de contingence

Prenons un exemple : Si I'on considére |'échantillon constitué de
I'ensemble des produits vendus par les vendeurs d'une boutique. On
peut lui associer un tableau de contingence

(Bob, un pc)

(Percy, un aspirateur) o T pae —
(Percy, une télé) N y

(Bob, une télé) télévision 1 2 0
(Percy, une télé) = T =| ordinateurs 2 0 1
(Bob un mac) aspirateurs 0 1 0

' lave vaisselle 0 1 0

(John, un mac)
(Bob, un lave vaisselle)

Table: Exemple de tableau de contingence.

Matrice de co occurrence O (liée ici au tableau de contingence)
O =H'H

Lien entre le codage disjonctif complet et la table de contingence



Mesures d'indépendance (d'association)
Distance du chi2

= (1 — njenej/n)?
oy y e
. NjeNej
i=1 j=1
Le &2 de Pearson (indépendant de n
? = X
n

Coefficient de Tschuprow (indép. de r et ¢)

2
o] ®
(r—=1)(c-1)
Coefficient de Cramer
2
C= b

min(r,c) — 1
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Formules de décomposition de la moyenne

(X;,y;),i: 1,...,n

il y a r vendeurs

vendeur | prix
Alice 341
Bill Vi
Sue Vn

Décomposition de la moyenne, y,, la moyenne des ventes du
vendeur m



Formules de décomposition de la variance

vendeur | prix
Alice n
il y a r vendeurs Bill yi Décomposition de la variance,
Sue Yn
n r nm
SCtotal = > (yi—¥)’=>_> (Vm—¥)
i=1 m=1 j=1
r  nm
= 3> Umi—Im+Im =)
m=1 j=1
r r  nNm
= Z nm(?m - }7)2 + Z Z (ij - Ym)2
m=1 m=1 j=1

SC total = SC expliqués  + SC résiduels
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Variables quantitatives : Multiplot

from pandas.plotting import scatter_matrix

df = pd.read_csv(data)
scatter_matrix(df)



Variables quantitatives : L'ACP

min | X — UV T2
u,v

| categorical data?

'

| Numerical data too? Groups of columns?
) )

[

‘ FAMD ‘ | More than two columns?] [ MFA ‘ | Analysing shapes?

d N o7 X
S

Principal component analysis (PCA)

PCA

Correspondence analysis (CA)

Multiple correspondence analysis (MCA)
Multiple factor analysis (MFA)

Factor analysis of mixed data (FAMD)

Generalized procrustes analysis (GPA)
https://github.com/MaxHalford/prince


https://github.com/MaxHalford/prince

Variables qualitatives : I'exemple des textes

Vector-space

Documents g
representation

D1 | D2 | D3 D5

We study the i i 2 3

through  bribery:  How sigorithm_ | 3

N&ME
w

computationally complex entropy 1

is it for an external actor
to determine whether by traffic 2 13

a certain amount of network 1 4

bribing voters a specified A
candidate can be made Term-document matrix
the election’s winner? We
L study this problem for

L| | election systems as varied
| as scoring ...

min | X — UV T2
u,v



Comment trouver U et V7

Approximation de faible rang de Y

n p
. _ 2
min  L(Y,U,V) =Y - UVEIE =D (Y5 — Ui Va))
’ i=1 j=1
with  rang(UV?') =d
Eckart & Young 1936
Solution: SVD Y = USV!
from scipy.sparse.linalg import svds
Y = normalise(Y) # depend de la nature de Y
d = 300 # taille de la representation
U, S, Vt = svds(Y, k=d)
Vt = np.diag(S)Qvt # ou U = UxS



Tableau de Burt (variables qualitative)

Table de tables de contingences (plus de deux modalités, deux ou
plus variables qualitatives)

L2 L3 L4 WN wv WA TC TR T TS

L2 1512 0 0 788 483 241 433 385 399 295
L3 0 375 0 203 23 149 64 82 86 143
L4 0 0 113 62 9 42 3 29 21 60
WN 788 203 62 1053 0 0 229 284 273 267
wv 483 23 9 0 515 0 174 133 125 83
WA 241 149 42 0 0 432 97 79 108 148
TC 433 64 3 229 174 97 500 0 0 0
TR 385 82 29 284 133 79 0 496 0 0
™D 399 86 21 273 125 108 0 0 506 0
TS 295 143 60 267 83 148 0 0 0 498

L2 L3 L4 WN wv WA TC TR D TS

Exemple avec trois variables de respectivement L=3, W=3 et T=4
modalités.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Table_de_Burt
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Conclusion

Attention a la nature des variables

Comment représenter 2 variables 7
par une matrice... n x 2
> 2 quantitatives -> nuage de point
> 2 qualitatives -> tableau de contingence

» Une de chaque -> r histogrammes

Ces 2 variables sont elles liées ?
» 2 quantitatives -> corrélation
» 2 qualitatives -> distance du x? (coefficient de Cramer)

» Une de chaque -> décomposition de la variance

Qualitatif -> Quantitatif : valeurs singuliéres (propre)
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