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Résumer un tableau de données

Résumer |'information 7

» Calculer une représentation avec moins de données mais un
maximum d'informations

» Compression
» Suppression du bruit
» Visualisation en 2D ou 3D
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Résumer un tableau de données

Comment résumer I'information ?

» Résumer un tableau de données par deux vecteurs u et v
> X e R"™P

La meilleur représentation linéaire du nuage de points est donnée
par le couple de vecteurs u € IR" et v € R? permettant au mieux
de reconstruire la matrice X.

72—
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Reconstruction de X

n p
min J(u,v) avec J(u,v) = ZZ(xij—uivj)Q
u,v ; j
Aussi noté : J(u,v) = || X —uv'|%
V2 R
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Fonction de colit

La fonction coiit ;" Zf(xw — u;vj)? peut se réécrire :

n p n op n p
J(u,v) = sz% — QZZZ‘UUZ‘U]' + ZZ(U,Z‘U]‘)2
" [ S
= D2 =2y (| Dy uit d ol )

et donc

min | X —uv'||% < min —2(Xv) u+ [[ul? |v|?
W,V N’ u,v

J(u,v) J(u,v)
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Comment résoudre

min J (u, v)?
u,v



Comment résoudre

min J (u, v)?
u,v

= La méthode du gradient



Méthode du gradient
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Minimisation d'une fonction de plusieurs variables

minJ(u,v) = || X —uv'|%
u,v

)

soit F' une fonction de plusieurs (d) variables :

F: R — R
x — F(x)

On appelle gradient de F' au point x la fonction des dérivées
partielles

ViF: RY — RY

x - vxF(X):((,?Tfl(x),...,gfi(x),...,gTCFd(X))T
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Minimisation d'une fonction de plusieurs variables
Condition d'optimalité
» (u*,v*) est solution du probléeme de minimisation ssi le
gradient de la fonction J s'annule en ce point

>
Vad (u*,v*) =0
Vyd(u*,v*) =0

> [ doit étre convexe et différentiable

> Si F' est strictement convexe : solution unique
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Minimisation d'une fonction de plusieurs variables

Exemple

min J(z,y) =2(z — a)2 +(y — b)2
T,y

Méthode de résolution du probleme

1. Calcul du gradient Vi F(z,y) et Vy F(x,y)
> V,=4(z —a)
> V,=2y—b)
2. Résolution des équations Vyx F'(z*,y*) = 0 (2 équations a 2
inconnues)
> V,=0&s2*=a
>V, =0y =b
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Introduction a I'ACP
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Reconstruction de X

Rappel du probleme

min | X —uv'||% < min —2(Xv) u+ [[ul? |v|?
v

WYV N e u, ~
J(u,v) J(u,v)
Résolution
Minimiser le cout c'est trouver u et v qui annulent le gradient :
Vau(u) =0
minJ(u,v) = | X —uv'|% < u(w)
u,v VV(V) =0
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Calcul du gradient

n p n P n p
2 2 2
J(u,v) = g g zi; — 2 g xiv; | ui + g u; E v;
i g J ( J

7

Gradient
0J(u,v P P
g = *QZ.%‘U’U]' + 2u; ZUJQ
Ous j j
oJ(u,v " -
) SETTRE D B
J i i

Ecriture matricielle du gradient?

VaJ(u) = —2Xv + 2||v|*u
VoJ(v) = —2X Tu + 2|lul>v

"https://www.math.uwaterloo.ca/~hwolkowi/matrixcookbook.pdf 15/ 34


https://www.math.uwaterloo.ca/~hwolkowi/matrixcookbook.pdf

ming,y || X — uvTH%J

Conditions d'optimalité

VuJ(u) =0 & —Xv+|v[Pu=0
VoJV)=0 & —XTu+|u’v=0
Solutions
Xv = |v[*u T _ 2y T, 2011112
{ T Mg, =X v = IVPXTu = [yl v

A

» Solution Av = \v
» p solutions (v;, A;).
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Quel vecteur propre choisir ?

A I'optimum

J,v) = =2(Xv)Tut[ul? v]*> et Xv=|v|*u
= J(u,v) = —QHVquTuQJrH11H22HVH22
= 2]+ v
—[[all* fiv] = A

= J(u,v) = [ X]F - X

Solution
Couple vecteur propre/valeur propre associé a la plus grande valeur
propre de X T X :

Viv)=0 & X'Xv-Av=0 avec J(uv) =][X|?>-\
NB: X T X est la matrice de covariance des données centrées 3 % prés. Toutes les v.p.

de X T X (sdp.) sont positives.
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Résumé d'un tableau de données : résultat principal

Théoreme : (Eckart & Young, 1936)

La solution unique du probleme d'optimisation

min J(u, V) avec  J(u,v) = || X —uv'|%
u,v
avec ||v*|| = 1, est donnée par
v* et u =X v",

ol v* est le vecteur propre normé associé a A la plus grande
valeur propre de la matrice X " X. De plus on a [Ju*| = V/\.



En résumé
ming y || X — uvT||%
» u= Xv: résumé de X en 1D
> v : vecteur propre de \; de X T X

» v : Matrice de projection
]Rnxp_>]Rn><1

» v : Matrice de projection R
]Rn><1_>IRn><p

Y
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Analyse de la signification de A

Quelle est la variance de la projection u ?

» Considérons X centrée
> u=Xv,u=0
> Variance de u: s2 = |[ul|? =2 37 | u?
> 2 =1(Xv) Xv=1vTXTXv
= S%l = %/\ avec X' Xv = \v

Meilleure projection 7

> v est le premier axe factoriel de X
> Xwv est la projection linéaire dont la variance est maximale

» Variance < Information
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Et ensuite ?

Augmenter la quantité d'infos

» La matrice de projection peut étre étendue a plusieurs
dimensions

» Reconstructions de plus en plus précise

Comment faire ?
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Les Résidus |

Matrice des résidus

Construisons la matrice des résidus R= X —uv'

» Contient toute I'info “inexpliquée” par u

Spectre de R

» R R admet les mémes valeurs/vecteurs propres que X ' X

R'Rv;, = (X —uv)T(X —uvl)v;
= X" Xv;,—2XTuv'v;, +vu'uv'v;
= Aiv;

NB: vv; = 0 puisque les vecteurs propres sont orthogonaux entre
eux.
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Les Résidus Il

Spectre de R

» R'R admet les mémes valeurs/vecteurs propres que XTX
» ...Sauf la plus grande A
> X' Xv= )\V,XTXVQ = Adovg et Ay < A
» Ona:
R'Rv = (X—uv)T(X —uv)v
XTXv—2vu'Xv+4+vu'uv'v
AV = 2[u?v + [[ul*[Jv[*v
= v —|ul*>v =0

> NB:u=Xv, [[v]|]?=1let |u2=|Xv|]|?=v X" Xv=2)
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2éme axe factoriel

V2
> XTXVQ = AoV, A1 > Ay > A3...

> Rvs est la projection linéaire de R qui maximise la variance

2

Matrice de projection P (”1 ”2) p
P
> P = [Vl,Vg} o7
1
» X P : projection de X en 2D o]
> Maxim/ise I"'information X= : xP | »
encodée i

» et ainsi de suite . ..
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k premiers axes factoriels

Lemme

Le sous-espace de dimension k maximisant la variance des pro-
jections contient nécessairement le sous-espace de dimension
k—1

k-ieme axe factoriel
> XTXv, = A\vi, A\ @ k-ieme valeur propre.
> Matrice de projection P, : RP — R”:

Pk:[vl Vo ... Vk]

» Les k vecteurs propres liées aux k plus grandes valeurs
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Algorithme

1.
2.

e - N < - N
Centrer les données : {x; € RP};\; — {X; =x; —x € RP}.Y,
Calculer la matrice de covariance ¥ = & X ' X avec
XT = (5‘(1 5<N)

Calculer la décomposition en valeurs propres {v; € RP, \; € ]R}?:l
de ¥

Ordonner les valeurs propres A; par ordre décroissant
Nouvelle base de représentation des données :
xk
P=(vy,--,vip) ERP

{v1,--+,Vg} sont les k vecteurs propres associés aux k plus
grandes valeurs propres \;.

Projection de tous les points sur P :
by
C=XPavec(C=| : .t = X(i,:)P
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Propriétés des axes factoriels

> Les valeurs propres de X sont positives car ¥ est une matrice
semi-définie positive

» Le nombre d'axes factoriels est égal au nombre de valeurs
propres non-nulles de X.

» Variance expliquée par |'axe factoriel v, : I = V;—ka = .
> Variance totale des axes factoriels : I =3 7_, A

» Pourcentage de variance expliquée par les d premiers axes

d
A
L’;l k100
D k=1 Mk
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Propriétés des axes factoriels

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

Spectre de la matrice de variance—covariance

’_‘V_U_H_H—w—u—\

123456789101112131415

100

Pourcentage de variance cumulee

90
80
70|
60
50
40|
30|
20
10

o9

””””””””” - SES S

28/34



Exemple sur lris
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Reconstruction

Revenir dans I'espace de départ
» X P : passage de R? — R?
» Comment revenir dans |'espace de départ R? 7
» Application sur la compression d'images

» Suppression du bruit

p
2 S
Matrice de projection inverse v
» Inverse de P : P! z|
~T
» P est orthogonale : P~1 = PT 2
T pxd : ~
» Attention a la normalisation en :
reconstruction )
2 p
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Reconstruction
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ACP : Conclusion

Méthode de réduction de dimension
» Matrice de projection P : d premiers vecteurs propres de X
Centrer/réduire les données
Projection : Xy =XP
Information de I'axe v : A\
Reconstruction : X = X,PT

vVvYvyyvyy

Les derniers vecteurs propres contiennent le “bruit”

Limites
> Méthode de projection linéaires

» Hypotheése de distribution gaussienne
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Bonus



Un autre mode de calcul du gradient

J(u,v) = —2(Xv)Tu+ |[u? ||v]/? le minimum est atteint
lorsque le gradient s’annule.
gradient d'une fonction : J: IR" — R

par définition le gradient V j(v) s'obtient en posant ¢(t) = J(v + td) ol d est un
vecteur de RP et en calculant la valeur de la dérivée de ¢ au point zéro qui vérifie
¢'(0) =d "V (v).

Faisons le calcul

o(t) = J(u,v+td)

= —2(X(v+td))Tu+ [[ulf? v+ td|?

= —2(VTXTL1 + thXTu) + HuHQ(HvH2 + t2HdH2 + 2t de)
¢'(t) =-2d"XTu+|ul?2t|d]?®+2v'd)
#'0) =-2d"XTu+2|ul?v'd

=dT(—2XTu+2[ul>v) = V,J(v)=—2X u+2lul’v
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