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Résumer un tableau de données

Résumer |'information 7

» Calculer une représentation avec moins de données mais un
maximum d'informations

» Compression
» Suppression du bruit
» Visualisation en 2D ou 3D
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Résumer un tableau de données

Comment résumer |'information ?
» Résumer un tableau de données par deux vecteurs u et v
> X e R™P

La meilleure représentation linéaire des observations est donnée par
le couple de vecteurs u € R™ et v € IR?
la matrice X.

TR
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Reconstruction de X

n p
min J(u,v) avec J(u,v) = ZZ($ij—Uin)2
u,v ; ]
Aussi noté : J(u,v) = || X —uv'|?%
v ]
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Fonction de colit

La fonction coiit ) Ef(fﬂw — u;v;)? peut se réécrire :

n p n p n p
J(u,v) = ZZ:U% — 222331']'%‘%‘ + ZZ(uivj)z
" W [ S
= D > a2 | Dowvy Juit D i Y o]
n p
= >k —2Xv) Tut uf? v
i g
et donc

min |[X —uv'|% & min —2(Xv) u+ |[uf? [|v|?
LV ~—|— u,v

J(u,v)
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Comment résoudre

min J(u, v)?
u,v



Comment résoudre

min J(u, v)?
u,v

= La méthode du gradient



Méthode du gradient
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Minimisation d'une fonction de plusieurs variables
minJ(uw,v) = [|[X —uv'|%

Définition : Gradient

soit F' une fonction de plusieurs (d) variables :

F: R — R
x — F(x)

On appelle gradient de F' au point x la fonction des dérivées
partielles

VeF: RY — R?

X —
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Minimisation d'une fonction de plusieurs variables
Condition d'optimalité

» (u*,v*) est solution du probléme de minimisation ssi le
gradient de la fonction J s'annule en ce point
>
VaJ(u*,v¥) =0
{ VyJ(u*,v*) =0

» [ doit étre convexe et différentiable

> Si F' est strictement convexe : solution unique
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Minimisation d'une fonction de plusieurs variables

Exemple

min J(z,y) = 2(x — a)’ + (y — b)’
x7y

Méthode de résolution du probleme

1. Calcul du gradient Vi F'(z,y) et VyF(z,y)
> V,=4(x—a)
> Vy=2@y—0b)
2. Résolution des équations Vyx F'(z*,y*) = 0 (2 équations a 2
inconnues)
> V,=0&2*=a
>V, =0y =b
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Introduction a I'ACP
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Reconstruction de X

Rappel du probleme

min |X —uv'|% & min —2(Xv) u+ [u? ||v|?
0LV N —— u,v _

J(u,v)

Résolution
Minimiser le colit c'est trouver u et v qui annulent le gradient :

minJ(u,v) = |[X —uv'|% < {
u,v
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Calcul du gradient

n p n P n p
2 2 2
J(u,v) = g g zi; — 2 g xiv; | ui + g u; E v;
i g J ( J

7

Gradient
0J(u,v P P
g = *QZ.%‘U’U]' + 2u; ZUJQ
Ous j j
oJ(u,v " -
) SETTRE D B
J i i

Ecriture matricielle du gradient?

Vud(u) = —2Xv + 2||v]|?u
ViJ(v) = —2XTu + 2|ju)?>v

"https://www.math.uwaterloo.ca/~hwolkowi/matrixcookbook.pdf 1538


https://www.math.uwaterloo.ca/~hwolkowi/matrixcookbook.pdf

ming, v || X — uvTH%7

Conditions d'optimalité

VuJ(u) =0 < —Xv+|[v[|lu=0
VoJv)=0 & —XTu+|ul?*v=0

Solutions
Xv = ||V||211 _ 2xT .
{ XTu = ||ulv = =[[v[*X u=

» Solution Av = \v
» p solutions (v;, ;).

16/38



Quel vecteur propre choisir ?

A I'optimum
Ju,v) = =2Xv)"utul? v[* et Xv=|v[|’u

—2HVquTuQ+ HuH22 HVHZ2
~2lvIFful® + Jfull = fiv]
—[uf* v =-A

= J(u,v)

= J(u,v) =|X[F - X

Solution
La solution du probleme est donc donnée par le vecteur propre

associé a la plus grande valeur propre de la matrice XX car :
Viv)=0 & X'Xv-Av=0 avec J(u,v) =|X]|>-\

Toutes les v.p. de X TX (sdp.) sont positives. 17/38



Résumé d'un tableau de données : résultat principal

Théoreme : (Eckart & Young, 1936)

La solution unique du probleme d'optimisation

min J(u, V) avec J(u,v) = |[X—uv'|%
u,v
avec ||v*|| = 1, est donnée par
v* et u =X v*,

ol v* est le vecteur propre normé associé a A la
de la matrice XTX. De plus on a |Ju*|| = VA,



En résumé
ming v [|[X —uv'||%
» u=Xv: résumé de X en 1D
> v : vecteur propre de A\ de X
» v : projection de R™*? — R™*!
» v : projection de R™*! — R™*P
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Analyse de la signification de A

Quelle est la variance de la projection u ?
» Considérons X centrée
> u=Xv,u=0
> Variancede u: s2 = Lul? =1y u?

> 52 =1(Xv) Xv=1vIXTXv

= 8%1 = %)\, avec XTXv = \v

Meilleure projection ?

» v est le premier axe factoriel de X
> Xv est la projection linéaire dont la variance est maximale

» Variance < Information
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Et ensuite ?

Augmenter la quantité d'infos

» La matrice de projection peut étre étendue a plusieurs
dimensions

» Reconstructions de plus en plus précise

Comment faire ?
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Les Résidus |

Matrice des résidus
Construisons la matrice des résidus R =X —uv'

» Contient toute I'info “inexpliquée” par u

Spectre de R

» R 'R admet les mémes valeurs/vecteurs propres que X "X

R'Rv; = X—uv)"(X—uv)v;
= X'Xv,—2X"Tuv'v;,+vu'uv'y;
= A\V;

NB: v v; = 0 puisque les vecteurs propres sont orthogonaux entre
eux.
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Les Résidus Il

Spectre de R

» R'R admet les mémes valeurs/vecteurs propres que X' X
» ...Sauf la plus grande A:

> XTXv = )\V7XTXV2 = Aavo et Ay < A

> Ona:

R'Rv = X—uv)TX—-uvl)v
= X'Xv-2vu'Xv+vu'uv'v
— w2y + PP
= v —|lul*v =0

> NB:u=Xv, [v|?=1et |u?=|Xv|?=v XTXv =2\
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2éme axe factoriel

AP
> XTXVQ = AoVo, A1 > do > A3...

> Ry est la projection linéaire de R qui maximise la variance

2
Matrice de projection P (”1 ”2)—1’
P
> P =[vy, 3] o
1
» XP : projection de X en 2D o]
» Maximise I'information X= -~ xp | a
encodée i
» et ainsi de suite . .. o7
2
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k premiers axes factoriels

Lemme

Le sous-espace de dimension k maximisant la variance des pro-
jections contient nécessairement le sous-espace de dimension
k—1

k-ieme axe factoriel
> XTXv, = \yVi, A\p : k-ieme valeur propre.
» Matrice de projection P, : R? — R

PkZ[Vl Vo ... Vk]

P Les k vecteurs propres liées aux k plus grandes valeurs

25/38



Algorithme

1.
2.

e - N - - N
Centrer les données : {x; € RP};¥ |, — {x;, =x; — X € RP}}\,
Calculer la matrice de covariance ¥ = XX avec
XT = (,21 iN)

Calculer la décomposition en valeurs propres {v; € RP, \; € R}’;:l
de ¥

Ordonner les valeurs propres A; par ordre décroissant
Nouvelle base de représentation des données :
P= (v, - ,vg) € RP*F

{v1,--+,Vg} sont les k vecteurs propres associés aux k plus
grandes valeurs propres \;.

Projection de tous les points sur P :
tf
C=XPavecC=| : .t =X(i,:)P
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Propriétés des axes factoriels

P Les valeurs propres de 3 sont positives car 3 est une matrice
semi-définie positive

» Le nombre d’axes factoriels est égal au nombre de valeurs
propres non-nulles de 3.

» Variance expliquée par |'axe factoriel vy : I = V/,IEVIC = Ag.
> Variance totale des axes factoriels : T = 7_, A

» Pourcentage de variance expliquée par les d premiers axes

d
A
L’fl " . 100
k=1
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Choix du nombre de composantes

Combien d’axes k retenir ?

P> Fixé a priori: Pour de la visualisation, ce sera 2 ou 3.

> Le pourcentage de variance expliquée : Fixer un seuil en
fonction du domaine d’application.

» Le critére du coude (Scree test) : A partir du graphique
valeurs propres/variance expliquée, s'arréter au " coude”
(point ou la courbure est maximale)

» La regle de Kaiser? : Dans le cas de données
centrées-réduites, on ne retient que les axes dont la valeur
propre vérifie A > 1.

2Kaiser, H. F. (1960). The Application of Electronic Computers to Factor

Analysis. Educational and Psychological Measurement, 20(1), 141-151.
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Propriétés des axes factoriels

Spectre de la matrice de variance-covariance
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Le cercle des corrélations

L'ACP permet de projeter les individus, mais aussi de visualiser les
variables initiales.

Pour une ACP sur données centrées-réduites, la coordonnée d'une

variable j sur I'axe factoriel k correspond a sa corrélation avec cet
axe :

corr(x;,ci) = Vjg X \/ Ak

Comment interpréter ce graphique ?

Les variables sont représentées par des vecteurs dans un cercle de
rayon 1.

» Qualité de représentation : Plus un vecteur est proche du
bord du cercle, mieux la variable est expliquée par le plan
factoriel.

» Corrélations entre variables : angle entre les variables/axes
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Exemple sur lris

Cercle des corrélations - Iris

1.00
0.75
L] 0.50
2 .
® o 0.25
P'ad
°
1 ¥ 0.00
o O
?N e
0 . *o -0.25
o
%o -0.50
-1 oo
°
-0.75 = sepal length (cm)
~21 @ setosa . —— sepal width (cm)
versicolor ° __...— petal length (cm)
virginica -1.00 R —— petal width (cm)
-3 -2 -1 0 1 2 3 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 0.50 0.75 1.00

> Axe 1 : Synthétise I'information de taille des pétales et des
longueurs de sépales (fortement corrélées entre elles).

» Axe 2 : Principalement défini par la largeur des sépales.
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Reconstruction

Revenir dans 'espace de départ
> XP : passage de R? — RY
» Comment revenir dans |'espace de départ R 7
» Application sur la compression d'images

» Suppression du bruit

Matrice de projection inverse ) ( v )_PT
CP)
» Pseudo-inverse de P : P!
» P est a colonnes orthonormées, z]
. N ~T
son inverse 3 gauche est PT ]
Tp — ~
> P'P=1 n XP & -X
> PT c Rpxd :
» Attention a la normalisation en z,
reconstruction ) »
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Reconstruction

-
2 T =PT

s
S
v
R
I
<

33/38



ACP : Conclusion

Méthode de réduction de dimension
» Matrice de projection P : d premiers vecteurs propres de X
Centrer/réduire les données
Projection : X; = XP
Information de I'axe vj, : A\
Reconstruction : X = X, P T

Les derniers vecteurs propres contiennent le “bruit”

VVvyVvyYVvyy

Limites
> Méthode de projection linéaire

» Hypothese de distribution gaussienne
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Bonus



Un autre mode de calcul du gradient

J(u,v) = —2(Xv) u+ [Jul|? [|[v]|?, le minimum est atteint
lorsque le gradient s'annule.
gradient d'une fonction : J: R" — R

par définition le gradient V j(v) s'obtient en posant ¢(t) = J(v + td) ou d est un
vecteur de RP et en calculant la valeur de la dérivée de ¢ au point zéro qui vérifie
¢'(0) =d TV (v).

Faisons le calcul

o(t) = J(u,v+1td)

= —2(X(v+td))"u+ |lul? v+ td|?

= 2(v' XTu+td" X u) + |[u]?2(]|v)|? + ?||d|> + 2t v'd)
¢'(t) = —2d"XTu+ [[ul?2t|d|?+2vTd)
#'(0) =-2d"XTu+2ul?v'd

=d'(-2XTu+2|uf?v) =
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Pourquoi corr(x;, c) = vjr X VA; 7 |

cov(x;,c
corr(xj, cx) = cov(x;, k)
Sx; Scy

1. Les écarts-types (dénominateur)

> sx; = 1 car les données initiales sont centrées-réduites.

P sc, = VA car A\, code la variance de |'axe k.

2. La covariance empirique (numérateur)
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Pourquoi corr(x;, c) = Ve X VAg 7 I

Pour des vecteurs centrés, la covariance empirique s'écrit :

cov(x;,cp) = ﬁx;-rck

En remplacant la composante par sa définition (¢ = Xvy) :

1 1
cov(xj,cp) = EXJT(Xvk) = (nx]TX> Vi

——
j-eme ligne de X
Ce produit correspond au j-éme élément du vecteur vy
Or, par décomposition en valeurs propres, Xvy = \; V.
Le j-eme élément est donc tout simplement Ayv; .

)\kV ,
corr(xj, Ck) 1 = \]/7 A2 k\/

On a donc
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