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Le Lasso
Données

I X ∈ Rn×p les p variables observées n fois
I y ∈ Rn la variable réponse

Inconnues
I β ∈ Rp

hypothèses : pas de biais (pas de terme constant)
I mean(X ) = 0
I ‖Xj‖2 = 1
I mean(y) = 0

le cout pénalisé

Jλ(β) = 1
2‖Xβ − y‖2 + λ‖β‖1 ,

Les conditions d’optimalité

0 ∈ ∂Jλ(β) = X>(Xβ − y) + λ∂(‖β‖1) ,
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idée 1 : Le proximal L1

proxl1(w , λ) = argminu λ||u||1 +
1
2
||u − w ||2

proxl1(w , λ) = sign(w)max(|w | − λ, 0)
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idée 2 : la linéarisation

J : IRp −→ IR
x 7−→ J(x)

Développement de Taylor au premier ordre

J(β) = J(β) + J(β0) + (β − β0)t∇βJ(β
0) + o(‖β − β0‖)

J(β) = J(β0) +(β − β0)t∇βJ(β
0) +o(‖β − β0‖)

1
2‖Xβ − y‖2 = 1

2‖Xβ
0 − y‖2 +(β − β0)tX t(Xβ0 − y) +o(‖β − β0‖)

Développement de Taylor au second ordre

J(β) = J(β)+J(β0)+(β−β0)t∇βJ(β
0)+1

2(β−β
0)tH(β−β0)+o(‖β−β0‖2)

APPC 23 octobre 2023 4 / 11



idée 3 : la méthode de la région de confiance

Pour un β0 donné

min
β

1
2‖Xβ − y‖2 + λ‖β‖1 ,

avec ‖β − β0‖2 ≤ ε

min
β

1
2‖Xβ − y‖2 + λ‖β‖1 +

1
2t

(‖β − β0‖2 − ε)
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idée 2+idée 3

Pour un β0 donné

min
β

1
2‖Xβ − y‖2 + λ‖β‖1 +

1
2t

(‖β − β0‖2 − ε)

J(β) = 1
2‖Xβ − y‖2 = J(β0) + (β − β0)t∇βJ(β

0)
= 1

2‖Xβ
0 − y‖2 + (β − β0)tX t(Xβ0 − y)

min
β

(β − β0)tX t(Xβ0 − y) + λ‖β‖1 +
1
2t
‖β − β0‖2

min
β

λ‖β‖1 +
1
2t
‖β − β0 + tX t(Xβ0 − y)‖2
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idée 2+idée 3+idée 1

Pour un β0 donné

min
β

tλ‖β‖1 +
1
2
‖β − β0 + tX t(Xβ0 − y)‖2

min
β

tλ‖β‖1 + 1
2‖β − v‖2

avec v = β0 − tX t(Xβ0 − y)
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L’algorithme du gradient proximal

Pour un β0 donné

t = 1
‖X tX‖

Tant qu’on n’ pas convergé....

v = βk − tX t(Xβk − y)

βk+1 = argmin
β

tλ‖β‖1 + 1
2‖β − v‖2
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Comment choisir t ?

J est gradient Lipschitz s’il existe une constante 0 < L telle que, ∀β, β0

‖∇βJ(β)−∇βJ(β
0)‖ ≤ L‖β − β0‖

Choix de t : argument de convergence
Si

t ≤ 1
L

L’algorithme du gradient proximal converge

stepsize = 1/np.linalg.norm(X.T@X)
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Le Lasso
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