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Rappels sur la régression linéaire

Probleme
x : Hauteur (en m) des arbres dominants
y : Logarithme du nombre de nids de processionnaires par arbre

Modele
y=ar+b+e

on cherche a expliquer la variable y par la variable =

Résolution
On dispose d'un ensemble d'observations:

(xla yl)u (x27y2)7 ey (xi7yi)7 ey (xnayn)7

et on cherche a estimer a et b a partir de ces données.
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Version vectorielle dans IR"

T Y1 €1 1
X = T y = Yi €= €q e= |1
Tn Yn En 1

Ecritures Matricielles
> Moyenne : x'e =Y z; =nT,
ye=Yyi=ny
» Variance/covariance :
> |lx— Te|l?=nV(x)
> ly—gelP=nV(y)
> (x—Te) (y— ye)=ncov(x,y) /
» Régression : pour tout couple (a,b)
> 7z =ax+ be
> c=y—ax+be
——

z
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L'Ensemble des Modeles

y1 =ax1+b+e

Un modéle < un couple (a,b) tel que  y; = az; +b+¢;

L Yn =ar, +b+e,

x,e,6,yetz€R" etonay=ax+be +¢
N——

z



Plan €2 engendré par x et e
> Q= {zeR"I(a,b) € R* z=ax+be}
> x. eetze)

Quel est le meilleur modéle?
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Représentation Matricielle

Les Données
» Matrice des observations :

X = [X e] I
> Inconnues : v = (a1
» Variable a expliquer :
y € R"
)
Le Modele
Xa+e=y
L

S Q

Y1

Yi

Yn
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Version matricielle de la Fonction de Colit

Moindres Carrés
Le probleme des moindres carrés peut se réécrire de la maniere

suivante :
. 1 9
min J () avec J(a):§||y—Xa|]
(o7
minJ(a) = 3|y — Xaf]?
(64

[N

|

(y = Xa)'(y — Xa)

= %y—ry — %aTXTy — %yTXa + %aTXTXa
= %yTy —a'XTy+ %aTXTXa

NB : y "y est un scalaire, X Ty est un vecteur de R? et X T X est
une matrice 2 x 2.
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Dérivées partielles du colit

Ja) = %yTy - o' X'y + 5 TXTXa
0J(ax)
= - X7 XTX
90 0 y + «

Démonstration par éléments de
> Soitw=X"y et M=X"TX
> daw 32 1 W;j

= = i

O O
oo Ma b Zp+1 Zk Ly aijk p+1 p+1
> O = TR SR S a3 M

1
car (wv) =wv' +v'vavecu=qj etv= ZZL o My,

Vi(a)=-w+Ma=-X"y + X" Xa
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La Minimisation du Colt

Méthode du Gradient

La minimisation du cout J(a*) est réalisée lorsque le gradient du
cout s'annule, soit lorsque :

Vile)=0e -X"y + X" Xa*=0

Solution
La solution du probleme de minimisation des moindres carrés est le
vecteur a* défini par :

-1
o = (XTX) xTy
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Prédiction

z=Hy

avec H =X (XTX)_1

Les moindres carrés comme une projection
» H est un projecteur de R"
» HH=H
HH =X (XTX)'XT Xx(XTXx)'X7T
=X (XTx) 7 (xTx (xTx) ) XT
X (XTx) ' xT —H
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La régression du point de vue géométrique

Interprétation
> Q=span{x,e};z€Q < Ja,beR z=ax+be

» Régression: projection du vecteur y sur  par H:

—1
Xa*=Hy  avec H=X (XTX) xT ()

11/26



Estimation et orthogonalité
Minimisation géométrique
1
> J(e) = ; [l

» |le]|? est minimal quand on choisi « tel que z = X« est la
projection orthogonale de y sur € :
X'y-Xa*)=0 < X'y—-X"Xa*=0
s X' Xar=XTy
& o= (XTX)"XTy

ia:y—Xo
v

Xa
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La Régression multiple
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Comment étendre la régression a plusieurs variables
explicatives ?



La Régression multiple

» Variables explicatives :

1. altitude (en m)
pente (en degré)
nombre de pins moyens dans une placette de 5 ares
hauteur de I'arbre échantillonné au centre de la placette
diameétre de cet arbre
note de densité du peuplement
orientation de la placette (1 : sud, 2 : autres)
hauteur (en m) des arbres dominants
9. nombre de strates de végétation
10. mélange du peuplement (1 : pas mélangé, 2 : mélangé)
» Variable a expliquer (y) :
» logarithme du nombre de nids de processionnaires par arbre
d'une placette

NGO R~ WN

source : Tomassone et al. [1992]
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Objectifs de la Régression Multiple

p coefficients a estimer

Yy =ap + a1x1 + asT2 +...a;T; + -+ apTp + €

P
Y =ag —i—Zajxj +e
=1
NB: si p =1 c'est la régression linéaire simple
Comment faire ?

= Adaptons la régression linéaire simple sous forme
matricielle a p colonnes
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Représentation des Données
Adaptation d'«x
» Un coefficient a; pour chaque variable explicative
» Plus ag pour le décalage a |'origine
> ac RPM, avec a(j) = a;:

(IT:(CLO ay az ... aj ap)

Matrice des données
> (Xiyyi) eRPxR,i=1,...,n
> X € R™PH avec X(i,:) = (1,x,)

7

1 11 I12 cee T1y coo T1p

1 T21 I22 cee T24 cee T2p
X = |

1z oz Tij Tip

1 Tp1 ZTp2 o0 Tny .. Tpp 17/26



La Régression Multiple : le Modele Matriciel

y=Xa+c¢

Résolution
> Méthode géométrique ou du gradient
> Hypothese: X est une matrice de rang p+ 1 et donc la
matrice X ' X est inversible
> o= (X"X) Xy
» On résoud un systéme linéaire de p + 1 inconnues et p + 1
équations
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Mise en ceuvre
a* — (XTX)—IXTy

Comment résoudre ce systeme linéaire 7

» Méthode directe

1. Calcul de I'inverse : M = inv(X T X)
2. Calcul des alpha : a* = M(X Ty)

» Factorisation de Cholesky
> o= (XTX)\(XTy)
» Factorisation QR

> X = QR, @ matrice orthogonale, et R, une matrice

triangulaire supérieure
>

(R'TQTQR)a* =R"Q'y
Ra* =Q'y
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La régression multiple en Python

Calcul des estimateurs
> Attention a ag
» Pas besoin d’inverser la matrice
def regression_fit(X,y):
n,p = X.shape
X = np.concatenate([np.ones((n,1)), X], axis=1)

alpha = np.linalg.solve(X.T@X, X.TGy)
return alpha

Calcul de la prédiction

def regression_predict(X,alpha):
return X@alpha[1:] + alphal[0]
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Extension aux problemes non-linéaires

Que faire dans le modéle n'est pas adapté ?

25 A

20

15 1

10 1

® les données
—— la vérité
—— le modele
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Extension aux problemes non-linéaires

Projection des données
P Projeter les données dans un espace ou la relation est linéaire

> &:RP - R?
> par ex.:
> &(z) = a?

> 3.(z) Osiz<c
c\T) =
r—csix>c

Résolution dans le nouvel espace

» On applique la régression dans le nouvel espace
> Mais ...

» Comment connaitre la projection 7
> Que se passe t-il sid>n?
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Extension au non-linéaire

®(z) = 22

25 A

20 -

15 1

10 1

® les données
—— la vérité
—— le modele
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Extension a d'autres types de problemes

y=Xa+¢
Variable Variable
a expliquer explicative Méthode
y X
Quantitative  Quantitative Régression

Quantitative  Qualitative  Analyse de la Variance
Qualitative  Quantitative  Régression Logistique
Qualitative Qualitative  Analyse Discriminante

Exemples
P Variété de mais et rendement a |'hectare
P Longueur des pétales et especes de plante
> Présence de mots et Spam
> ...
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Conclusion

Le Modele Linéaire
y=Xa+c¢

Optimisation au sens des moindres carrés
> o* = argmin, |||
> Le cout est minimal quand X ' (y — Xa*) =0

» Calcul de a* au prix de la résolution d'un systéme linéaire

Reste a faire
» Diagnostic du modele
» Diagnostic des variables

» Diagnostic des individus
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