ASI - Stat - Examen Final 2021/2022 - 3h

On considérera dans les exercices un risque de premiére espéce de 5%.

Exercise 1 4 points

2

Soit X une variable aléatoire normale d’espérance 0 et de variance o“ inconnue. On dispose d’un

n

échantillon i.i.d (X4,...,X,) de v.a. parente X. On notera T la statistique ZXE et Fy2 la fonction de
i=1

répartition de la loi du x? & v degrés de liberté. On veut effectuer le test suivant :

HO0:02 =0}
H1l:0? =0% (> d}).

1. Montrer que la région critique optimale s’exprime en fonction de la statistique T' .
L(C,Cl,...,.’l,'n7H1) N _Z?:lXiz + Z?:1Xi2
L(xy,...,xn, Hy) 202 203

& zn:Xf > K
i=1

> logk + log2mo1 — log2moyg

2. Sous Hjy, quelle est la loi de la variable aléatoire

7 =

S

Z suit une loi du chi2 & v = n degrés de liberté

3. Déterminer cette région critique en fonction du quantile de la loi convenable.

PO X?>K)=a & P(Z> (’TL) =a

on a donc [’f—é =1—icd(x2,1—a) et donc k' = 03 (1 —icd(x2,1 — a))

4. Calculer la puissance du test en fonction du quantile de la loi convenable.

n !
1=B=P(O X2 <H |o* —of) = P(Z < 2

2
o
i=1 1

5. Déterminer la région critique et la puissance du test pour n = 10, 02 = 1 et 0% = 2.

E =1 —icd(x3,0.95) = 18,3

et
18,3
1-=P(Z< 4’ )= P(Z <4.57) = 0,082
Exercise 2 4 points
Soit X1, ..., X, un échantillon i.i.d. dont la v.a. parente X est une v.a. discréte de loi de probabilité
01
p(JU):P(X:l'):WpOUI'JTEN

ou # est un paramétre réel strictement supérieur a 0.

1. Montrer que
OlogL(z1,...,2n;0)  n(T —0)

90 90 +1)

ot L(x1,...,2,;0) est la fonction de vraisemblance de ’échantillon et T = % >, @; la moyenne
de I’échantillon.




I, @i

n 9”1
L(l‘l, e ,l‘n;e) = 1:[ (1 T g)zﬂrl = (1 T 9)2?:1 z;+n

et
logL(xy,...,2n;0) = log@le log(1+ 06) <le+n>
=1

d’ou

8l0gL(x1,...,xn;9)_Z?:lxi Z?lei+n_(1+e)§j =0y xi—n

a0 0 1+6 0(1+0)

2. En déduire I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6, que ’on notera 0.
=7

3. Cet estimateur est-il efficace ? Donner son espérance et sa variance. En déduire I’espérance et la
variance de X.

On a
OlogL(xy,...,xn;0) n

90 00+ 1)
(0+1)

(T - 0).

0 est donc efficace et sa variance est

4. En supposant que n est grand, determlner un intervalle de confiance bilatéral symétrique approché
pour 6 au niveau de confiance 1 — a.
si n est grand on peut prendre une approximation normale pour I'estimateur du max de vraisem-

blance et supposer que
~ 1
9~N<0, w0y >>

on a donc
00
Plugs < ———<—Upp | =1-a
0(0+1)

n

ce qui suggére d’utiliser comme fonction pivotale

00
6(6+1)

n

Ua /2 =

les bornes sont alors données par les racines du polynéme
p(6) = (u? = n)6? + (u® + 2n0)0 — nH?
on a R
A = (u? +2nb)? + 4nb? (u? —n)

et le bornes N
(u? + 2n0) n VA
2(n —u?)  2(u?—n)

ou

0+ v VA
1— % 7 2(u2—n)

n

Exercise 3 4 points

Pour étudier l'action d’'un produit sur un paramétre biologique, on a mesuré, sur un échantillon
supposé gaussien de 10 individus, la valeur du parameétre avant et aprés le traitement. Les résultats sont
les suivants :



Individu 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Valeur avant traitement | 5,33 6.13 5,66 4,50 5,35 6,32 4,24 583 6,27 4,86
Valeur aprés traitement | 5,32 6,00 5,64 459 5,19 6,17 4,11 586 6,13 4.68

A votre avis, le traitement modifie-t-il de facon significative le paramétre biologique ?
On note D la variable aléatoire des différences. L’échantillon étant supposé gaussien, D l'est aussi.
On note u son espérance et donc D ~ N (i, 0?). Le test sécrit :

Hj : pas de modification p =0
H; :il y a une modification p # 0.

le rapport de vraisemblance s’écrit

n n

>k < _Z(Di — )+ X:Dl2 > 20%logk

i=1 i=1
n

& Yy D>k

i=1

L(le, . 7],‘.,L,H1)
L(.’El, e 7ZL'n,ILI())

on divise le test en deux tests unilatéraux dont la forme de la région critique dépend du signe de pp sous
H,. 2

la statistique % >, D; suit une loi normale centré en p et de variance . o? étant inconnu on utilise
la loi de Student comme fonction pivotale et
U/l\)/ﬁ suit une loi normale N(0,1)

n 2

sous Hy, la variable Z = % suit une loi du chi2 & n degrés de liberté
et donc toujours sous Hy, la variable

sous Hy, la variable U =

suit une loi de Student a n degrés de liberté.
on a observé :

Individu | 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10
D 0,0l 0,13 002 -0,09 0,6 0,15 0,113 -0,03 0,14 -0,02

et donc > | D; = 0,064 et Y1 | D? = 0,64 soit T = 00’16045 = 1,91 or sur les tables, la valeur critique
est 1,812, on rejette donc Hy.

Exercise 4 4 points

On suppose que le nombre X d’absences par semaine dans une entreprise suit une loi de Poisson de
paramétre \ avec

)\k
p(k) = P(X = k) = Sy exp™
On dispose des données suivantes, ol n,, est le nombre de semaines pour lesquelles on a relevé x absences :
z |0 1 2 3
Ny ‘ 5 6 2 3

On suppose que ces données peuvent étre considérées comme une réalisation d’un échantillon i.i.d.
Xi1,...,X, de taille n = 16, de variable parente X. On notera T la statistique Z?:l X;. On rappelle que,
si X ~P(A),Y ~ P(u) et si X et Y sont indépendantes, alors X +Y ~ P(A + p). On cherche a tester
les deux hypothéses simples :

H() A= /\0

Hi: A=)\ (< )\0)



1. Montrer que la région critique optimale s’exprime en fonction de la statistique T

L(JCh...,In,Hl)
L(z1,...,z4, Hy)

>k & log(\) Z X; —nA\— log(H X;) — log(Mo) ZXi +nA+ log(H X,) > logk

=1 =1
& (log(\) —log(Xo)) > X; > logk
=1

= T:iXiSk/

i=1
2. Déterminer la distribution exacte de la statistique T sous ’hypothése Hy.

T =" X;~ P(nko) ~ N(nXo,no)
=1

3. En déduire la région critique lorsque Ay =1
sous Hy on a
T ~ N(16,16)

P(Tgk:’)P(ng 16)a
V16

on a donc Y16
= 1,645
V16
soit

k' =16 —1,645v16 = 9.42

et le résultat du test avec les données de I’exercice.
or on observe T' =19, on garde donc Hy.

4. Déterminer la puissance du test pour A\; = 0.5.

1-8 = 1-P(T>942|A=05)
= 1-P(U>2%=8)=1-P(U>0.177) = 0.57

Exercise 5 4 points

On modélise la durée de vie en heures T' d’'un appareil par une variable aléatoire suivant une loi
exponentielle de densité

1
V>0, fu(t)=—exp ¥/
I
ol i > 0 est un parametre réel.

On met n = 255 appareils en service au méme moment et on note T; la durée de vie de I'appareil
numeéro <.

1. Calculer I'espérance mathématique de T’
<t
IE(T) = / ~exp /" dt
o M
en intégrant par parties avec u =t,u' =1 v = iexp_t/“ et v=—exp Y ona

E(T) = [~texp t/H —|—/ exp VP dt = p
0



2. Donner 'estimateur du maximum de vraisemblance de p

n

1 1 n
L(t1,...,ty;0) = H Zexp /M = —exp Xisati/n

i=1 K
"ot
logL(t1,...,tn;0) = —nlogu — izt
1
et donc
OlogL(t1, ... ty; n ot n (1«
gL (t1 nH):_7+Z;21:_72 *Zti—u
o I p p* \n =
soit
. 1 n
p=—> t
n
i=1
3. Donner sa variance )
Var(p) = —

et donc on peut approcher la loi de i par une loi normale

2
ﬁ~N<u,M)

n

4. On suppose que l'espérance du temps de fonctionnement sans panne de ce type d’appareil est
inférieur & 750 heures. Tester cette hypothése quand on a observé

1<
T=- T, =812 h
- ; eures
on a
Ho @ p < po =750
Hy:p> po.
on écrit le rapport de vraisemblance
L(zy,. .. 20, H iy i ti
(21, 20, Hy) >k & —nlogul—zz_1 —|—nlogu0—|—zz_1 > log k
L(z1,... 2, Ho) H1 Ho

- 11
< Zti ( - > > log k — nlog po + nlog 11
i—1 Mo M1

_ 1 &
s T=2) t;>FK

on a donc

= T—po _ K —po
P (T >k | g =750 ZP( > = 0.05
( | 10 ) po/ vV po/v/n

on lit sur la table
k' — po

to/v/n

=1,645

et donc

750
K = o+ 11,6452 = 750 + 1,645 x ——— = 827.26
Vn V255

comme on a observé 812 heures, on garde Hy.
5. Calculer la puissance du test si 'espérance du temps de bon fonctionnement était de 900 heures.

1=f = 1-P(T <827.26 | jiy = 900) = 1 — P (=290 < 522600
— 1-P(U<-1.29) =1 - 0.0985 = 0.9015




Formulaire

— fréquences f; = “% ol n est le nombre total d’observations et n; le nombre d’observant de la
modalité ¢
— moyenne : T = g T; = E flzzzZ
= 1 v
. .. L~2 —\2
— variance empirique : 6; = — » (x; — )

i=1
— espérance d’une variable aléatoire discréte : E(X) = Z ;P (z;).

— espérance d’une variable aléatoire continue de densité f(z) : E(X) = /xf(x)da:

— variance d’une variable aléatoire X : Var(X) = ]E((X E(X)) )
<o

— quantile (ou fractiles) a ordre p, Vp € [0, 1], (I>p telle que P(X
— les quartiles :
— @1 =@, telle que F(Ql) = %

Q> = M, telle que F(M )

1
- >
— s = Q3, telle que F(Qg) = %.
1 n
— covariance : ¢z = — Z(Jﬂz — %) (y; — ) et corrélation : cor(w,y) = —2
n = 5252
i= 29y
— probabilité conditionnelle : P(X = x;|Y = y;) = !
K=l =) ==y =)
— espérance conditionnelle : E[Y|X = a] Z yP(Y = 4| X = a)
— La loi des grands nombres X = — Z X, — IEX)
n p n— o0
Estimateurs : N
— Le risque : Ry(0) = E((0(X1,...,X,) —0)?)
— Le biais d’un estimateur : I5(6) — 0
— La variance d’un estimateur : IE((@— IE(@))2
— Soit X une variable aléatoire de distribution fy(x) et (Xi,...,X,) une famille de n variables
aléatoires i.i.d. ayant pour loi parente la loi de X.
— Vraisemblance :

n

L0, X1,..., Xo) =[] fo(X0)
=1

Log vraisemblance :

00, X1,..., Xp) =log L(0, X1,...,Xn) = Y _log fo(X.

1 i 3 . _ 86(07X177Xn) _ 82£(9,X17...,Xn)
— L’information de Fisher : I,,(6) = Var( 30 ) — _FE < 20

— Pour 0 € R?, L’information de Fisher est la matrice p x p
1,(0) =B(Ve0, X1,..., X))V, X1,...,X,)T)

— Borne de Cramer Rao
— pour un estimateur sans biais de 6

1 ~
B = < Xq,.... X
CR(6) T < Var(0(X1,...,X,))
— Pour un estimateur sans biais d’une fonction de 6 : IE(u(6)) = u(0)
!/
BCR(6) :?((Z; < Var(@(0(X,. .., Xn))



— pour un estimateur biaisé de biais B
1+ B'(0) ~

BORO) = =5

— L’estimateur max de vraisemblance §Mv d’un paramétre 0 est :
— Asymptotiquement sans biais

— Asymptotiquement efficace

— Asymptotiquement normal

Vil = 0%) — N(0.I;7(07))
note : I,(60*) = nl;(0%)
Variables aléatoires et lois
— Soit Y ~ N/(0,1) une variable aléatoire normale centrée réduite.
— Soit Y7, Y5, ..., Y, un échantillon de n réalisation i.i.d. de cette variable aléatoire.
— Laloi du x? : On appelle loi du x? & n degrés de libertés la loi de la variable aléatoire Z,, = > | Y
— La loi de student : On appelle loi de student a n degrés de libertés la loi de la variable aléatoire T;,

N N ~N(0,1)
T, = —
T Xo~ X,
Tests
— Régions de décision : o
Région d’acceptation : ’ensemble W des réalisations (z1,...,x,) pour lesquelles on garde Hy
Région critique : ’ensemble W des réalisations (z1,...,x,) pour lesquelles on rejette Hy

— Mesures de performances des tests
— Risque de premiére espéce ou niveau de signification du test « : probabilité de rejeter Hy alors
que Hj est vraie

a:]P(D:1|H0):/ L(z1,...,2n, Hy) day,...,dz,
(T15eesxn)EW
— Risque de seconde espéce (3 : probabilité de garder Hy alors que H; est vraie
ﬂ:]P(D:O‘Hl):/ L(QS‘l,...,ZZ?n,Hl) dl‘l,...,dl‘n
(xl,...,rn)GW

— puissance d’un test : 1 — 8 la probabilité de rejeter hypothéses nulle avec raison
— p-valeur :
— Tests du rapport de vraisemblance

Lz1,... 20, H
wz{xx (@1, s 1)>k}

L(Jil, e 7xn;HO)

— Le principe de Neyman—Pearson : pour un « fixé, trouver la fonction de décision qui minimise
(ou qui maximise 1 — 3 la puissance du test)

— Le théoréme de Neyman—Pearson : pour un test paramétrique de deux hypothéses simples, le test
du rapport de vraisemblance

L(zy,... a0, H
W:{xh...mn (@1, 1)>k}

L([Eh...,l‘n,HQ)

tel que k soit fixé de sorte que
a:/ L(z1,...,2n, Hy) day,...,dz,
(1,yeyxn)EW

est optimal au sens du principe de Neyman—Pearson (parmi tous les tests de risque «;, c’est celui
de puissance maximale).



