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I/ Définitions

Définition : Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
discrétes avec X(Q) = {x;,i € I} et Y(Q) = {y;,5 € J}.

Définitions
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Définition : Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
discrétes avec X(Q) = {x;,i € I} et Y(Q) = {y;,5 € J}.

e La loi conjointe de X et de Y, ou loi du couple (X,Y)
X(2) x Y () = [0;1]
(zi3yj) > P(X =x;NY =y;)

Définitions

est 'application
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RS 1/ Définitions
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Définition : Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
discrétes avec X(Q) = {x;,i € I} et Y(Q) = {y;,5 € J}.
e La loi conjointe de X et de Y, ou loi du couple (X,Y)
X(Q) xY(Q2) — [0;1]
(zi3yj) > P(X =x;NY =y;)
o les variables X et Y sont appelées variables marginales
du couple (X,Y)

Définitions

est 'application
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Définition : Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
discrétes avec X(Q) = {x;,i € I} et Y(Q) = {y;,5 € J}.
e La loi conjointe de X et de Y, ou loi du couple (X,Y)
X(Q) xY(Q2) — [0;1]
(zi3yj) > P(X =x;NY =y;)
o les variables X et Y sont appelées variables marginales
du couple (X,Y)
e La loi de X (respectivement de Y') est appelée loi
marginale de X (respectivement de Y')

Définitions

est 'application



INSTITUT NATIONAL
DES SCIENCES
APPLIQUEES
ROUEN NORMANDIE

Lois conjointe et marginales

INSA

Couple de

discrétes

Définitions

Exemple : Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires
discrétes tel que X(Q) = Y(Q) = N* et V(i : j) € (N*)?,
P(X=iNnY =j) = (1—p)?p"ti=2 avec p €]0;1]
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Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires
discrétes avec X (Q) = {x;,7 € I} et Y(Q) = {y;,j € J} alors

Définitions
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Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires
discrétes avec X (Q) = {x;,7 € I} et Y(Q) = {y;,j € J} alors
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Définitions

o La loi conjointe de X et de Y détermine complétement
la loi marginale de X, c’est & dire que
Viel,P(X =) ZP = NY =yj)
jeJ
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Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires
discrétes avec X (Q) = {x;,7 € I} et Y(Q) = {y;,j € J} alors

Jourd’hu
Définitions

o La loi conjointe de X et de Y détermine complétement
la loi marginale de X, c’est & dire que
VieI,P(X = x;) ZP =2,NY =y;)
jeJ
o Y PX=znY=y;)=1
(4;5)eIxJ
Démonstration :




INSTITUT NATIONAL
DES SCIENCES
APPLIQUEES
ROUEN NORMANDIE

Univers fini

INSA

Remarque : Si les variables aléatoires X et Y sont finies
Jourd’hu alors les valeurs de la définition précédente peuvent étre
résumées dans le tableau suivant :

Définitions
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Remarque : Si les variables aléatoires X et Y sont finies
Jourd’hu alors les valeurs de la définition précédente peuvent étre
résumées dans le tableau suivant :

Définitions

1 Pxiny) | -+ | Plz1Nym)
) P(zonyr) | -+ | P(x2Nym)
T P(z;Nyy) | -+ | P(ziNym)
Tn Pz, Ny1) | -+ | P(xn N ym)
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Remarque : Si les variables aléatoires X et Y sont finies

alors les valeurs de la définition précédente peuvent étre
résumées dans le tableau suivant :

X\Y Y1 Um loi de X
x1 P(x1Ny1) P(x1Nym) | P(X =x1)
T9 P(xz2Ny1) P(xaNym) | P(X = x9)
T P(z; Ny1) P(z;Nym) | P(X =a;)
T, Pz, Ny1) P(xnNym) | P(X =ay)
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Remarque : Si les variables aléatoires X et Y sont finies

alors les valeurs de la définition précédente peuvent étre
résumées dans le tableau suivant :

X\Y Y1 Um loi de X

x1 P(x1Ny1) P(x1Nym) | P(X =x1)

T9 P(xz2Ny1) P(xaNym) | P(X = x9)

T P(z; Ny1) P(z;Nym) | P(X =a;)

T, Pz, Ny1) P(xnNym) | P(X =ay)
loideY | P(Y =) P(Y = ym) 1
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aléatoires (X,Y) par

Définitions
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aléatoires (X,Y) par

Définitions

X\Y [0 1] 2
0 02| 05
1 0,1 | 0,15 | 0,05

o
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Jourd'hu Exemple : On définit la loi conjointe du couple de variables
aléatoires (X,Y) par

Définitions

X\Y 0 1 2 loi de X
0 0,21 05 0,7
1 0,1 ] 0,15 | 0,05 0,3

o
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Exemple : On définit la loi conjointe du couple de variables
aléatoires (X,Y) par

Définitions

X\Y 0 1 2 loi de X
0 0,2 05 0 0,7
1 0,11 0,15 | 0,05 0,3
loideY | 0,3]0,65| 0,05 1
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Exemple : On définit la loi conjointe du couple de variables
aléatoires (X,Y) par

Définitions

X\Y 0 1 2 loi de X
0 0,2 05 0 0,7
1 0,11 0,15 | 0,05 0,3
loideY | 0,3]0,65| 0,05 1

On obtient aussi dans ce tableau les loi marginales de X et
deY
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Alatoe Définition : Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
Jourd’hu discrétes avec X(Q) = {x;,i € I}, Y(Q) = {y;,j € J} et
Jo € J tel que P(Y =y;,) # 0.

Loi condi-
tionnelle
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II/ Loi conditionnelle
v Définition : Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
PR—— discrétes avec X(Q) = {x;,i € I}, Y(Q) = {y;,j € J} et
Jo € J tel que P(Y =y;,) # 0.

- La loi de X sachant que Y = y;,, est 'application
Gommette P L X(Q) > [0;1]

Y=Vt i = Py—y, (X = 1) = P(X = /Y = yj,)
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II/ Loi conditionnelle
Définition : Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
discrétes avec X(Q) = {x;,i € I}, Y(Q) = {y;,j € J} et
Jo € J tel que P(Y =y;,) # 0.

- La loi de X sachant que Y = y;,, est 'application
e . X [0

Y=Vt i = Py—y, (X = 1) = P(X = /Y = yj,)
P(X =x;NY :yjo)

P(Y = yjo)

avec

PY:ij (X =) =
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II/ Loi conditionnelle
Définition : Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
discrétes avec X(Q) = {x;,i € I}, Y(Q) = {y;,j € J} et
Jo € J tel que P(Y =y;,) # 0.

- La loi de X sachant que Y = y;,, est 'application
e . X [0

Y=Vt i = Py—y, (X = 1) = P(X = /Y = yj,)

P(X =x;NY :yjo)

R S U

avec

Exemple : En utilisant la loi conjointe précédente
Py_1(X =0)
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II/ Loi conditionnelle
Définition : Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
discrétes avec X(Q) = {x;,i € I}, Y(Q) = {y;,j € J} et
Jo € J tel que P(Y =y;,) # 0.
- La loi de X sachant que Y = y;,, est 'application

e . X [0

- Y=Vt i = Py—y, (X = 1) = P(X = /Y = yj,)
P(X =x;NY :yjo)

P(Y = yjo)

avec

PY:ij (X =) =

Exemple : En utilisant la loi conjointe précédente

P(X=0NY=1
Py_1(X =0) = % = 0%55 ~ 0,77 est "la

probabilité que X = 0 sachant que ¥ = 1"
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II/ Loi conditionnelle
Définition : Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
discrétes avec X(Q) = {x;,i € I}, Y(Q) = {y;,j € J} et
Jo € J tel que P(Y =y;,) # 0.
- La loi de X sachant que Y = y;,, est 'application

e . X [0

- Y=Vt i = Py—y, (X = 1) = P(X = /Y = yj,)
P(X =x;NY :yjo)

P(Y = yjo)

avec

PY:ij (X =) =

Exemple : En utilisant la loi conjointe précédente

P(X=0NY=1
Py_1(X =0) = % = 0%55 ~ 0,77 est "la

probabilité que X = 0 sachant que ¥ = 1"

Remarque : On définit de la méme facon la loi de YV
sachant que X = z; si P(X = ;) #0



INSTITUT NATIONAL
DES SCIENCES
APPLIQUEES
ROUEN NORMANDIE

Indépendance

INSA

Couple de
S

discrétes

Jourd'hu Définition : Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
discrétes avec X(Q) = {7 € I} et Y(Q) = {y;,j € J} tel
queVie l,P(X =x;) #0 et Vj € J,P(Y =y;) #0.

Loi condi-
tionnelle
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Jourd'hu Définition : Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
discrétes avec X(Q) = {7 € I} et Y(Q) = {y;,j € J} tel
ot ot queVie I,P(X =x;) #0 et Vj € J,P(Y =y;) #0. Les
tionnelle variables X et Y sont dites indépendantes si I’'une de ces
trois propriétés équivalentes est réalisée :
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Jourd'hu Définition : Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
discrétes avec X(Q) = {7 € I} et Y(Q) = {y;,j € J} tel
ot ot queVie I,P(X =x;) #0 et Vj € J,P(Y =y;) #0. Les
tionnelle variables X et Y sont dites indépendantes si I’'une de ces
trois propriétés équivalentes est réalisée :

o V(i;j) € I x J, Py_y (X = x;) = P(X = ;)
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Jourd'hu Définition : Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
discrétes avec X(Q) = {7 € I} et Y(Q) = {y;,j € J} tel
ot ot queVie I,P(X =x;) #0 et Vj € J,P(Y =y;) #0. Les
tionnelle variables X et Y sont dites indépendantes si I’'une de ces
trois propriétés équivalentes est réalisée :

o V(i;j) € I x J, Py_y, (X = x;) = P(X = 1;)
o V(i;j) € I x J, Px—p (Y = y;) = P(Y = y;)
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Définition : Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
discrétes avec X(Q) = {7 € I} et Y(Q) = {y;,j € J} tel
ot ot queVie I,P(X =x;) #0 et Vj € J,P(Y =y;) #0. Les
tionnelle variables X et Y sont dites indépendantes si I’'une de ces
trois propriétés équivalentes est réalisée :

o V(isj) € I x J, Py—y,(X = z;) = P(X = ;)
o V(i;5) € I X J, Px—p,(Y =y;) = P(Y =y;)
o V(i;j) €I xJ,
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o Dans ’exemple précédent, on a vu que

Py_1(X =0)~0,77
Loi condi-
tionnelle
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o Dans ’exemple précédent, on a vu que

ooy Py_1(X =0)~0,77# 0,7 = P(X =0). Les variables
tionnelle aléatoires ne sont donc pas indépendantes.
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o Dans ’exemple précédent, on a vu que
ooy Py_1(X =0)~0,77# 0,7 = P(X =0). Les variables
tionnelle aléatoires ne sont donc pas indépendantes.

e Reprenons le couple (X,Y) de loi conjointe
P(X=inY =j)=(1-p)*p*?
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Jourd’hu Exemple :

o Dans ’exemple précédent, on a vu que
. Py_1(X =0)~0,77# 0,7 = P(X =0). Les variables
tionnelle aléatoires ne sont donc pas indépendantes.
e Reprenons le couple (X,Y) de loi conjointe
P(X=iNY =j)=(1-p)*p™I2
v(i:j) € (N*)?
P(X=i)P(Y =j)=1-pp'~ " x (1-pp"
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Exemple :

o Dans ’exemple précédent, on a vu que
ooy Py_1(X =0)~0,77# 0,7 = P(X =0). Les variables
tionnelle aléatoires ne sont donc pas indépendantes.

e Reprenons le couple (X,Y) de loi conjointe
P(X=inY =j)=(1-p)*p*?
v(i:j) e (N)?
P(X =9)P(Y =j)=(1—-pp' " x (1-pp~!
P(X =i)P(Y =j)=(1-p)*p'™7 2= P(X =inY = ).
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Jourd’hu Exemple :

o Dans ’exemple précédent, on a vu que
ooy Py_1(X =0)~0,77# 0,7 = P(X =0). Les variables
tionnelle aléatoires ne sont donc pas indépendantes.

e Reprenons le couple (X,Y) de loi conjointe
P(X=iNY =j)=(1—p)*pti—2
v(i:j) € (N*)?
P(X=i)P(Y =7)=(1—-p)p' ' x (1—p)p/!
P(X =i)P(Y =j) = (1-p)*pt7=2 = P(X =iNY =j).
Les variables aléatoires sont donc indépendantes
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Propriété : Si X et Y sont des variables aléatoires discrétes
indépendantes, f: X () - Ret g:Y(Q2) — R alors

discrétes

Loi condi-
tionnelle
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Propriété : Si X et Y sont des variables aléatoires discrétes
indépendantes, f: X(Q) > Ret g:Y(Q) — R alors f(X) et
g(Y') sont des variables aléatoires discrétes indépendantes.

Jourd’hu

Loi condi-
tionnelle
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Propriété : Si X et Y sont des variables aléatoires discrétes
indépendantes, f: X(Q) > Ret g:Y(Q) — R alors f(X) et
g(Y') sont des variables aléatoires discrétes indépendantes.

Jourd’hu

Loi condi-
tionnelle

Démonstration :
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Propriété : Si X et Y sont des variables aléatoires discrétes
indépendantes, f: X(Q) > Ret g:Y(Q) — R alors f(X) et
g(Y') sont des variables aléatoires discrétes indépendantes.

discrétes

Jourd’hu

Loi condi-
tionnelle

Démonstration :

Exemple : Si X et Y sont deux variables aléatoires
indépendantes alors X? et 2Y sont aussi indépendantes
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Définition : On dit que les variables aléatoires
{X1, X2, -, X, } sont mutuellement indépendantes si

Loi condi-
tionnelle
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Définition : On dit que les variables aléatoires

{X1, X2, -, X, } sont mutuellement indépendantes si
V(z1; 225 52n) € X1(Q) x -+ X (),

P(X1 =.’E1ﬂX2=QZ2ﬂ---ﬂXn=$n) =P(X1 =
1) X P(X9 =x9) X -+ X P(X,, = xy,)
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Définition : On dit que les variables aléatoires

{X1, X2, -, X, } sont mutuellement indépendantes si
V(z1; 225 52n) € X1(Q) x -+ X (),

P(X1 Z.’ElﬂXQ:aZQﬂ---ﬂXn:mn) :P(X1 =
1‘1) X P(X2 :2?2) X oo X P(Xn :In)

Propriété : Si {X1, Xo, -, X,,} sont mutuellement

indépendantes alors elles sont aussi indépendantes deux a

deux
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Définition : On dit que les variables aléatoires

{X1, X2, -, X, } sont mutuellement indépendantes si
V(z1; 225 52n) € X1(Q) x -+ X (),

P(X1 Z.’ElﬂXQ:aZQﬂ---ﬂXn:mn) :P(X1 =
1‘1) X P(X2 :2?2) X oo X P(Xn :In)

Propriété : Si {X1, Xo, -, X,,} sont mutuellement
indépendantes alors elles sont aussi indépendantes deux a
deux mais la réciproque est fausse.
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Loi condi-
tionnelle
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VA mutuellement indépendantes

Définition : On dit que les variables aléatoires
{X1, X2, -, X, } sont mutuellement indépendantes si
V(z1; 225 52n) € X1(Q) x -+ X (),

P(X1 Z.’ElﬂXQ:aZQﬂ---ﬂXn:mn) :P(X1 =
l‘l) X P(X2 :2?2) X X P(Xn :In)

Propriété : Si {X1, Xo, -, X,,} sont mutuellement
indépendantes alors elles sont aussi indépendantes deux a
deux mais la réciproque est fausse.

Exemple : Soient X et Y deux variables aléatoires
indépendantes suivant la loi de Bernoulli de paramétre % et
Z =Y -X|




INSTITUT NATIONAL
DES SCIENCES
APPLIQUEES
ROUEN NORMANDIE

Loi d’une VA fonction de deux VA

INSA

ITTI/ Loi d’une VA fonction de deux VA
Propriété : Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes,
g:R2 R Z=g(X,Y)etac Z(Q).

Loi d’une
VA fonction
de deux VA
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ITTI/ Loi d’une VA fonction de deux VA

Propriété : Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes,

g:R2= R, Z=g(X,Y)etac Z(2). On a alors

P(Z =a) = > P(X=zNnY =y)
(zy)eX (Q)xY (Q)|g(z,y)=a

discrétes

Loi d’une
VA fonction
de deux VA
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ITTI/ Loi d’une VA fonction de deux VA

Propriété : Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes,

g:R2= R, Z=g(X,Y)etac Z(2). On a alors

P(Z =a) = > P(X=zNnY =y)
(zy)eX (Q)xY (Q)|g(z,y)=a

Loi d’une Démonstration :

VA fonction
de deux VA

discrétes
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INSA

Couple de
b o

ITTI/ Loi d’une VA fonction de deux VA

Propriété : Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes,

g:R2= R, Z=g(X,Y)etac Z(2). On a alors

P(Z =a) = > P(X=znY =y)
(zy)eX (Q)xY (Q)|g(z,y)=a

Loi d’une Démonstration :

VA fonction
de deux VA

dis

Jourd’hu

Cas particulier : Si X et Y sont indépendantes alors



Couple de

discrétes

Jourd’hu

Loi d’une
VA fonction
de deux VA

INSA
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Loi d’une VA fonction de deux VA

ITTI/ Loi d’une VA fonction de deux VA

Propriété : Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes,

g:R2= R, Z=g(X,Y)etac Z(2). On a alors

P(Z =a) = > P(X=znY =y)
(z;9)eX(Q)xY (Q)|g(z,y)=a

Démonstration :

Cas particulier : Si X et Y sont indépendantes alors
P(Z =a) = > P(X =z2)P(Y =y)
(zy)eX ()XY (Q)|g(x,y)=a
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Somme de lois de Poisson
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Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires
discrétes indépendantes suivant les lois P(\) et P(u) avec
RO () ) € (R*)?

de deux VA
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Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires
discrétes indépendantes suivant les lois P(\) et P(u) avec
et (\: ) € (R*T)2 alors Z = X + Y suit la loi P(A + )

de deux VA
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Somme de lois de Poisson
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Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires
' discrétes indépendantes suivant les lois P(\) et P(u) avec
et (\: ) € (R*T)2 alors Z = X + Y suit la loi P(A + )

de deux VA

Démonstration :




INSTITUT NATIONAL
DES SCIENCES
APPLIQUEES
ROUEN NORMANDIE

Somme de lois binomaiales

INSA

Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires
indépendantes suivant les lois B(n1;p) et B(ng;p) avec
(n1;n2) € (N*)% et p € [0;1]

Loi d’une

VA fonction
de deux VA
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Somme de lois binomaiales
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Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires
indépendantes suivant les lois B(n1;p) et B(ng;p) avec
(n1;m2) € (N*)2 et p € [0;1] alors Z = X + Y suit la loi
Loi d’une B(nl + n2; p)

VA fonction
de deux VA
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Somme de lois binomaiales
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Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires
indépendantes suivant les lois B(n1;p) et B(ng;p) avec
(n1;m2) € (N*)2 et p € [0;1] alors Z = X + Y suit la loi
Loi d’une B(nl + na; p)

VA fonction
de deux VA

Démonstration : Z correspond & ni + ny expériences de
Bernoulli de paramétres p indépendantes et compte le
nombre de succés donc elle suit B(ni + na;p)
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bl Propriété : Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes

Loi d’une
VA fonction
de deux VA
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Propriété : Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes

Adiscrétes‘ o Sl qg: R2 — R a]ors

Jourd’hu E(g(X, Y)) = Z g(l'7 y)P(X =X ﬂ Y = y)
(z;y) X ()XY ()

Loi d’une
VA fonction
de deux VA
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Propriété : Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes
e Sig:R? — R alors
E(g(X,Y)) = Y gy PX =2nY =y)
(zy)eX ()XY ()
e SideRalors EAX +Y) =AE(X)+ E(Y).
Loi d’une

VA fonction
de deux VA
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Espérance
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Propriété : Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes

e Sig:R? — R alors
E(g(X,Y)) = Y gy PX =2nY =y)
()X ()XY (Q)
e SideRalors EAX +Y) =AE(X)+ E(Y).
o X et Y sont indépendantes = E(XY) = E(X)E(Y)

Loi d’une
VA fonction
de deux VA
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Espérance

INSA

Propriété : Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes

e Sig:R? — R alors
E(g(X,Y)) = Y gy PX =2nY =y)
()X ()XY (Q)
e SideRalors EAX +Y) =AE(X)+ E(Y).
o X et Y sont indépendantes = E(XY) = E(X)E(Y)

Loi d’une
VA fonction

COEBERYE Exemple : Dans 'exemple fini précédent :

X\Y 0 1 2 loi de X
0 02] 05 | 0 0.7
1 010,15 | 0,05 0,3
loide Y | 03] 0,65 | 0,05 1
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Espérance

INSA

Propriété : Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes

e Sig:R? — R alors

Jourd’huy E(g(X,Y)) = Z glx,y) P(X =xzNY =y)
(zy)eX ()XY ()

o SiAeRalors E(AX +Y) = E(X) + E(Y).
o X et Y sont indépendantes = E(XY) = E(X)E(Y)

Loi d’une

de down VA Exemple : Dans 'exemple fini précédent :
X\Y 0 1 2 |loide X
0 0,21 0,5 0 0,7
1 0,1 ] 0,15 | 0,05 0,3
loideY | 03] 0,65 | 0,05 1

Remarque : La réciproque de cette propriété est fausse
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Couple de
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IV / Covariance

Définition : Soient X et Y deux variables aléatoires alors la
covariance de X et Y est le nombre, sl existe,

Covariance
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Définition de la covariance

INSA

IV / Covariance

Définition : Soient X et Y deux variables aléatoires alors la
covariance de X et Y est le nombre, sl existe,
cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)))

Covariance
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Définition de la covariance
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Couple de
S

discrétes

Jourd’hu IV/ M

Définition : Soient X et Y deux variables aléatoires alors la
covariance de X et Y est le nombre, sl existe,
cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)))

Covariance Remarques :

@ On définit la covariance car elle intervient dans

V(X +Y)
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Définition de la covariance

INSA

Couple de
b o

dis

Jourd’hu IV/ M

Définition : Soient X et Y deux variables aléatoires alors la
covariance de X et Y est le nombre, sl existe,
cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)))

Covariance Remarques :

@ On définit la covariance car elle intervient dans
V(X+Y)
o ATTENTION : cov(X,Y) peut étre négatif
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Jourd'hu Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe et a, b, ¢, d quatre nombres réels. alors :

Covariance
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Propriétés de la covariance
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discrétes

Jourd'hu Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe et a, b, ¢, d quatre nombres réels. alors :

e cov(X,Y) = cov(Y, X)

Covariance
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Propriétés de la covariance

INSA

Jourd'hu Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe et a, b, ¢, d quatre nombres réels. alors :

e cov(X,Y) = cov(Y, X)
o cou(X, X)=V(X) >0

Covariance
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Propriétés de la covariance
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Couple de
es

discrétes

Jourd'hu Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe et a, b, ¢, d quatre nombres réels. alors :

e cov(X,Y) = cov(Y, X)
o cou(X, X)=V(X) >0
o cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

Covariance
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Propriétés de la covariance
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Couple de
S

discrétes

Jourd'hu Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe et a, b, ¢, d quatre nombres réels. alors :

e cov(X,Y) = cov(Y, X)
o cou(X, X)=V(X) >0
(X,
(

Y) =E(XY) - EX)E(Y)
Covariance @ covlaX —+ b cY —+ d) = ac. CO'U(X Y)

@ cov
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Propriétés de la covariance

INSA

Couple de
es

discrétes

Jourd'hu Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe et a, b, ¢, d quatre nombres réels. alors :

e cov(X,Y) = cov(Y, X)
o cou(X, X)=V(X) >0
(X,
(

Y) =E(XY) - EX)E(Y)
Covariance @ covlaX —+ b cY —+ d) = ac. CO'U(X Y)

@ cov

Démonstration :
Les deux premiéres propriétés sont évidentes
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Propriétés de la covariance

INSA

Couple de
es

discrétes

Jourd'hu Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe et a, b, ¢, d quatre nombres réels. alors :

e cov(X,Y) = cov(Y, X)
o cou(X, X)=V(X) >0
(X,
(

Y) =E(XY) - EX)E(Y)
Covariance @ covlaX —+ b cY —+ d) = ac. CO'U(X Y)

@ cov

Démonstration :
Les deux premiéres propriétés sont évidentes
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Exemple : Dans ’exemple fini précédent :

X\Y 0 1 2 loi de X
0 0205 | 0 0.7
1 0,1 0,15 | 0,05 0,3
loideY | 0,3]0,65| 0,05 1

Covariance
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Propriétés de la covariance
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Exemple : Dans ’exemple fini précédent :
X\Y 0 1 2 |loide X
0 0,21 0,5 0 0,7
1 0,11 0,15 | 0,05 0,3
loideY | 0,3 | 0,65 | 0,05 1

Covariance

On a vuque E(XY) =0,25 et
E(X)E(Y)=0,3x0,75 = 0,225
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Propriétés de la covariance

INSA

Exemple : Dans ’exemple fini précédent :
X\Y 0 1 2 |loide X
0 0,21 0,5 0 0,7
1 0,11 0,15 | 0,05 0,3
loideY | 0,3 | 0,65 | 0,05 1

Covariance

On a vuque E(XY) =0,25 et
E(X)E(Y) = 0,3 x 0,75 = 0,225 donc
cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E(Y)=0,25-0,225= 0,025
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Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe alors :

Covariance
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covariance d’une somme
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Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe alors :

o V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2cov(X,Y)

Covariance
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covariance d’une somme
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discrétes

Jourd'hu
Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe alors :

o V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2cov(X,Y)

o V(X -Y)=V(X)+V(Y) - 2cov(X,Y)

Covariance
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covariance d’une somme
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Jourd'hu
Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe alors :

o V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2cov(X,Y)

o V(X -Y)=V(X)+V(Y) - 2cov(X,Y)

Covariance

Démonstration :
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Variables

Propriété : On peut généraliser la propriété précédente.
Jourd'hu Soient X1, -+, X, des variables aléatoires discrétes, on a
n

VIY x| =

i=1

Covariance
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VA indépendantes
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Propriété : On peut généraliser la propriété précédente.
Jourd'hu Soient X1, -+, X, des variables aléatoires discrétes, on a
n

\% ZXi :iV(Xi)—I—2 Z cov(X;, Xj)
i=1 i=1

1<i<j<n

Covariance
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VA indépendantes

INSA

Propriété : On peut généraliser la propriété précédente.

Jourd’hu Soient X1, -+, X, des variables aléatoires discrétes, on a
n n
VIY X | =D V(XD +2 ) cou(X;, X))
i=1 i=1 1<i<j<n

Propriété : Si deux variables aléatoires X et Y sont
indépendantes alors :

Covariance
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VA indépendantes

INSA

Propriété : On peut généraliser la propriété précédente.

Jourd’hu Soient X1, -+, X, des variables aléatoires discrétes, on a
n n
VIY X | =D V(XD +2 ) cou(X;, X))
i=1 i=1 1<i<j<n

Propriété : Si deux variables aléatoires X et Y sont
indépendantes alors :

e cov(X,Y)=0

Covariance
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VA indépendantes

INSA

Couple de
b o

“discrates Propriété : On peut généraliser la propriété précédente.

Jourd’hu Soient X1, -+, X, des variables aléatoires discrétes, on a
n n
v (ZXl) — ZV(Xi) +2 Z cov(X;, Xj)
i=1 i=1 1<i<j<n

Propriété : Si deux variables aléatoires X et Y sont
indépendantes alors :

e cov(X,Y)=0
e V(X+Y)=V(X-Y)=V(X)+ V()

Covariance
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VA indépendantes

INSA

Couple de
b o

“discrates Propriété : On peut généraliser la propriété précédente.

Jourd’hu Soient X1, -+, X, des variables aléatoires discrétes, on a
n n
v (ZXl) — ZV(Xi) +2 Z cov(X;, Xj)
i=1 i=1 1<i<j<n

Propriété : Si deux variables aléatoires X et Y sont
indépendantes alors :

e cov(X,Y)=0
e V(X+Y)=V(X-Y)=V(X)+ V()

Covariance

Démonstration :




INSTITUT NATIONAL
DES SCIENCES
APPLIQUEES
ROUEN NORMANDIE

VA indépendantes
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ATTENTION : La réciproque de cette propriété est
R fausse. Deux variables aléatoires peuvent avoir une
covariance nulle et ne pas étre indépendantes.

Covariance



Jourd’hu

Covariance

INSA
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VA indépendantes

ATTENTION : La réciproque de cette propriété est
fausse. Deux variables aléatoires peuvent avoir une
covariance nulle et ne pas étre indépendantes.

Exemple : Soient X et Y deux variables aléatoires avec X
1si X =0

suivant la loi uniforme sur {—1;0;1} et ¥ = { .
0 sinon
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VA indépendantes

INSA

ATTENTION : La réciproque de cette propriété est
o fausse. Deux variables aléatoires peuvent avoir une
covariance nulle et ne pas étre indépendantes.

Exemple : Soient X et Y deux variables aléatoires avec X
1si X =0

suivant la loi uniforme sur {—1;0;1} et ¥ = { .
0 sinon

Covariance

Propriété : On peut généraliser la propriété précédente.
Soient X1, -+, X, des variables aléatoires discrétes

indépendantes 2 a 2,
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VA indépendantes

INSA

ATTENTION : La réciproque de cette propriété est
o fausse. Deux variables aléatoires peuvent avoir une
covariance nulle et ne pas étre indépendantes.

Exemple : Soient X et Y deux variables aléatoires avec X
1si X =0

suivant la loi uniforme sur {—1;0;1} et ¥ = { .
0 sinon

Covariance
Propriété : On peut généraliser la propriété précédente.

Soient X1, -+, X, des variables aléatoires discrétes

n n
indépendantes 2 4 2, ona V ZXi = ZV(Xi)
i=1 i=1



INSTITUT NATIONAL
DES SCIENCES
APPLIQUEES
ROUEN NORMANDIE

Coefficient de corrélation linéaire

INSA

Couple de
Variables

V/ Coefficient de corrélation linéaire

Définition : Soient X et Y deux variables aléatoires alors le
coefficient de corrélation linéaire de X et Y est le nombre,

s’ existe

Coefficient
de
corrélation
linéaire
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Coefficient de corrélation linéaire

INSA

V/ Coefficient de corrélation linéaire

fonndhy Définition : Soient X et Y deux variables aléatoires alors le

coefficient de corrélation linéaire de X et Y est le nombre,
XY XY
sl existe p(X,Y) = cov(X,Y)  cov(X,Y)

VIOV o(X)e(Y)

Coefficient
de
corrélation
linéaire
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Coefficient de corrélation linéaire

INSA

V/ Coefficient de corrélation linéaire

Définition : Soient X et Y deux variables aléatoires alors le
coefficient de corrélation linéaire de X et Y est le nombre,
L cov(X,Y) cov(X,Y)
sl existe p(X,Y) = =
VVX)WV(Y)  oX)a(Y)
Exemple : Dans 'exemple fini précédent :
. X\Y 0 1 2 | loi de X
Coefficient 0 072 075 0 077
de 1 0,11 0,15 | 0,05 0,3

corrélation

linéaire lOi de Y 0 73 0’65 0’05 1
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Coefficient de corrélation linéaire

INSA

V/ Coefficient de corrélation linéaire

Définition : Soient X et Y deux variables aléatoires alors le
coefficient de corrélation linéaire de X et Y est le nombre,
L cov(X,Y) cov(X,Y)
sl existe p(X,Y) = =
VVX)WV(Y)  oX)a(Y)
Exemple : Dans 'exemple fini précédent :
. X\Y 0 1 2 | loi de X
Coefficient 0 072 075 0 077
de 1 0,11 0,15 | 0,05 0,3

corrélation

linéaire loide Y |03 065|005 1
e On a vu que cov(X,Y) = 0,025.
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Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe et a, b, ¢, d quatre nombres réels tels que
a # 0 et c# 0 alors

Coefficient
de

corrélation
linéaire
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Propriété

INSA

Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe et a, b, ¢, d quatre nombres réels tels que
a#0etc#0alors p(aX +b,cY +d) =

Coefficient
de

corrélation
linéaire
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Propriété

INSA

Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe et a, b, ¢, d quatre nombres réels tels que
a#0etc#0alors p(aX +b,cY +d) =ep(X,Y)
avece=1siac>0ete=—-1siac<0

Coefficient
de

corrélation
linéaire
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Propriété

INSA

Jourd’hu

Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe et a, b, ¢, d quatre nombres réels tels que
a#0etc#0alors p(aX +b,cY +d) =ep(X,Y)
avece=1siac>0ete=—-1siac<0

Coefficient Démonstration :

de

corrélation
linéaire



INSTITUT NATIONAL
DES SCIENCES
APPLIQUEES
ROUEN NORMANDIE

Corrélation entre deux variables

INSA

Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe alors :

Coefficient

de
corrélation
linéaire
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Corrélation entre deux variables
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Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe alors :

o —1<p(X,Y)<1

Coefficient

de
corrélation
linéaire
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Corrélation entre deux variables

INSA

Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la
variance existe alors :

o —1<p(X,Y)<1
o [p(X,Y)| =1« 3(a,b) € R? tels que
PY=aX+0b)=1.

Coefficient

de
corrélation
linéaire
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Corrélation entre deux variables

INSA

S Propriété : Si X et Y sont deux variables aléatoires dont la

vartance existe alors :
o —1<p(X,Y)<1
o |p(X,Y)| =1« J(a,b) € R? tels que
PlY=aX+0b)=1.
Dans ce cas, on dit que Y = aX + b presque surement

Coefficient

de

corrélation

linéaire Démonstration -
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ATTENTION : La corrélation n’implique pas la causalité.
Les deux Variables Aléatoires peuvent étre liées & un
Jourd'hu troisieme parameétre.
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Exemple : Si on appelle Y le nombre de prix Nobel pour 10
millions d’habitants dans différents pays et X la

Jourd'hu consommation de chocolat (en kg/an/habitant), le graphique
précédent montre qu’on a corrélation :
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Exemple : Si on appelle Y le nombre de prix Nobel pour 10
“discretes millions d’habitants dans différents pays et X la

Jourd'hu consommation de chocolat (en kg/an/habitant), le graphique
précédent montre qu’on a corrélation : Y = aX + b avec
(a,b) € R2.
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Exemple : Si on appelle Y le nombre de prix Nobel pour 10
millions d’habitants dans différents pays et X la

Jourd'hu consommation de chocolat (en kg/an/habitant), le graphique
précédent montre qu’on a corrélation : Y = aX + b avec
(a,b) € R2.

Cependant, il n’y a pas de causalité. En effet manger du
chocolat ne permet pas d’obtenir le prix Nobel. Ce qui est
dommage.
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Corrélation et causalité

Exemple : Si on appelle Y le nombre de prix Nobel pour 10
millions d’habitants dans différents pays et X la
consommation de chocolat (en kg/an/habitant), le graphique
précédent montre qu’on a corrélation : Y = aX + b avec
(a,b) € R2.

Cependant, il n’y a pas de causalité. En effet manger du
chocolat ne permet pas d’obtenir le prix Nobel. Ce qui est
dommage.

En fait la richesse d’un pays mesuré par son revenu par
habitant, est tout a la fois la cause de la consommation de
chocolat (le chocolat est un produit de luxe, cher, d’autant
plus accessible que les revenus sont éleves) et la cause du
nombre de prix Nobel obtenus (un pays riche peut consacrer
plus de moyens a son systéme éducatif pour le rendre plus
performant qu’un pays pauvre).
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