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Comment mesurer la qualité d’un estimateur ?

On défini son risque

R3(0) = E((0(X1, ..., Xa) — 6)?)

Ri(0) = B((0 - (D)*) + () - 6)°
L, —

N

TV
) inic2
Variance Biais

une stratégie pour minimiser le risque R
Trouver un estimateur sans biais de variance minimale
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Technicités (1) : Intégrale et dérivées

Alors
0

g _ 9¢(x,y)
by o A8 = / dx

p(x) Oy
Exemple : prenons x = (X1,...,Xy), y = 0 et ¢(x,y)

000, X1, ..., Xa)\
E( 5 >_o




Technicités (2) : inégalité de Cauchy Schwartz

Y(x,y) € R"
(xTy)? < IxIPlyll?

Exemple :

cov(X, Y)? < Var(X)Var(Y)




Information de Fisher : définition

Soit X une variable aléatoire parente de densité ou probabilité fy(X) Avec
une log vraisemblance

00, X1, ..., Xn) = log L(0, Xy, ..., Xp) = log [ | fo(X))
i=1

L’information de Fisher est

1,(0) = Var(c%(e,xl, . ,X,,)>

00

Pour 8 € R, L'information de Fisher est la matrice p x p

1,(0) = IE(VL(0, X, ..., Xa) VO, X1, ..., Xn) ")



Information de Fisher : moyen de calcul

1,(6) = Var(£(0, Xy, ..., X»))

20(0, X1, . .., X»)
IE —
( 90 )0

et donc aussi

& (000, X1, ..., X))\ _
wE< 90 >_0

D'ou :
L’'information de Fisher est aussi

0, X1,. .

/n(e) = _E(gll(ga 2lnace >Xn)) = -1 (82£( 002

.,X,,))




Information de Fisher : Recette et exemple

f(x) = lexp™
LA X1,y Xn) = AT[Jexp™™
i=1
(N Xy, .. Xn) = nlogh=A)_ X

i=1
O, X1, ., Xp) N —
J— . Xi

B3\
PUN Xy, .., Xn) n
N2 Y
Ih(\) = 2



Matrice (d’information) de Fisher : Exemple

Estimation jointe des paramétres d'une loi normale (6 = (u, 0?))

_ 1 (x — p)?
f(x)—mexp— 502

1 « n n
00, X1,...,X,) = —?Z(X; —u)? - > log 02 — 5 log2m
i=1

1 n
—§§ (Xi — )
VU0, X1, ., X)) = . =L
n



Théoreme de Cramer Rao : énoncé

si
le support de la distribution ne dépend pas de 6

°
@ la log vraissemblance est différentiable et
°

@ 0 est un estimateur sans biais de 6

alors

BCR(6) = < Var(0(Xa, ..., X»))

1n(0)



Théoréme de Cramer Rao : preuve

~

E@) =0 = axg_go) -1
a(xl,...,xn)w dxi,...,dx, =1
cov (§(X1, oo Xn), W) —1 carlE (w(a,)gé...,xn)) —0

or d'aprés Cauchy Schwartz

1< Var(8(X4,...,X,)) Var (W) = Var(8(X1,. .., Xn))1(6)




Théoreme de Cramer Rao : Exemple

Estimation de I'espérance d'une loi normale avec o2

)2
f(x) = \/2;_? exp ! 20’?

connu (6 =p )

1 « n n
U X, Xn) = =55 > (Xi = p)* = S logo® — ~ log 2m
i=1

n

O, X, ..., Xn) 1

or Var(X; — ) = 02 et donc

Var <8€(u, Xl,...,X,,)> _n
ou o

n
L'estimateur 6 = %ZX; est sans biais et efficace.
i=1



Théoreme de Cramer Rao : Exemple

Estimation de la variance d'une loi normale p connu (6 = o%)

aé(a Xl,...,
Oo? 204ZX ,u

. . . Xi— . . . R .
or, si X; suit une loi normale, Y7, (’072“) suit une loi du chi 2 & n degrés

de liberté, et donc Var(3>2"_,(X; — u)?) = 2na* d’ou
2
Var (85(0 ,X1,2...,X,,)) _n

Lestimateur § = S — nil Yo (Xi— X)? est bien sans biais mais pas
efficace car :
20% 204

BCR(0?) = % < Var(Spo1) = ——




minimum variance unbiased estimator (MVUE)
Si

W = A(n,0)(8(X1, ..., Xn) — 6)

Alors 6(Xi, ..., Xp) est un estimateur sans biais de risque minimal (UMUE)

Preuve : puisque IE (TX”)) =0,

E(0(X1,. .., Xn) —0) =0

D’autre part, on a /(0) = —IE (W) — A(n, ) et
Var (W) = A(n,0)2Var((X,. .., X,)) d'ou :

~ 1 1
Var( (Xl,...,X,,)) =—




Estimateur d’une fonction de 6

estimateur sans biais d'une fonction de 0 : TE(u(0)) = u(9)

E(G(6)) = u(6) Om(e(0))

Dans ce cas :
u'(9)
In(0)

BCR(0) = < Var(@(6(Xy, ..., Xn))



Conclusion - fiche recette

@ Vraisemblance : L(0, Xy,...,X,) = H fa(Xi)

© Log vraisemblance : £(6,Xy,...,X,) = log L= Z log fo(X;)
i=1
D0, X1, ..., Xn)
00
S'il existe un estimateur @\(Xl, ..., Xp) de 0 tel que

© Calcul de la dérivée de la log vraisemblance

(XL, ..., Xn)

Bl = A(n,0)(0(X1,..., Xa) — 6)

Alors 5(X1, ..., Xp) est un estimateur sans biais de risque minimal (UMUE)
S’il existe une fonction v de IR sur R
(X1, ..., Xn)

90 = A(n,0)(a(Xq,...,Xn) — u(9))

Alors 1(0) est un estimateur sans biais de risque minimal de u(8)



Exemple (1) : la loi de Bernouilli

f(x) = p(1—-p)'™>

LA X Xa) = [P0 =p)t
i=1

N X, X)) = IongX + log(1—p n—ZX)
i=1
AU, X, ..., Xp) Y Xi =YX

O\ p 1-p
n

B p(ln—p) <}7;Xi_p>




Exemple (2) :

f(x) =
LW XL, .. X)) =
X, X)) =
DN X1, -+, Xn)

B\
V=1, X
u(A) =5, ulX,.
Var Var ZX

la loi exponentielle

Nexp X
n
A" H exp*AX"
i=1

nlog)\—)\Zn:X,-

i=1

¥




Borne de Cramer Rao des estimateurs biaisés

Soit & un estimateur de biais B avec donc

Dans ce cas :



Estimateur et vraisemblance

Le modéle : X de loi parente de distribution f(x)
Echantillon i.i.d.

(X1,...,Xn)

Vraisemblance : N
L(07X17 s 7XI7) = H fg(X,)
i=1

Log vraisemblance :

00, X1, ..., Xn) = log L(0, X1,..., Xp) =) log fy
i=1

Estimateur du max de vraisemblance

80, X1, . .., Xn)
o0

Ouny = argmax/((0, X1, ..., X,)
0

(Xi)

0=0my

=0



Propriété des estimateurs max de vraisemblance
Si

@ la probabilité ou de la densité dépend d'un paramétre 6

@ le support de la probabilité ou de la densité ne dépend pas de 6

@ si / existe, est inversible et quelques autres conditions plus techniques
Asymptotiquement sans biais

Oy — 0
n—oo

Asymptotiquement efficace
Var(Buy) — 1;4(6%)

n—o0

Asymptotiquement normal
ﬁ(é\mv - ‘9*) nj> N(07 /;1(0*))

note : 1,(6*) = nl(60%)
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