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Modéles de résistance des matériaux

0 Modéles de résistance des matériaux
@ Hypothéses mécaniques de plaques
@ Modélisation aux éléments finis de plaques
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Modéles de résistance des matériaux

Résistance des matériaux

Obtenus a partir des équations de la résistance des matériaux, ces derniéres dérivées
des équation de la mmc a l'aide d’hypothéses cinétiques et cinématiques.

Les degrés de liberté sont les déplacements du support géométrique (ligne moyenne
par exemple) et les rotations de la matiére transverse (fibre ou section transverse),
assemblés dans un torseur cinématique.

Les efforts sont traduits par le torseur de cohésion.

Résistance des matériaux
@ 2D - Eléments plaques et coques
@ 1D - Eléments de poutres
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Modeles de résistance des matériaux Hypothéses mécaniques de plaques

Géométrie des plaques

@ Eléments structuraux minces suivants une direction.

@ La géométrie est remplacée par un support a topologie surfacique — maillage
surfacique topologie.

¢) 6 > & Ly
<< L,
Objet réel (3D) Objet a topologie 2D

Rem : la surface moyenne est classiquement utilisée, mais il est quelque fois plus
simple d'utiliser la surface inférieure ou supérieure (pour les composites multicouches

par exemple).
Il existe deux modélisations :

@ Plaque : la surface de description est plane et I'épaisseur est constante.
@ Coque : la surface de description n’est pas plane et/ou I'épaisseur est variable.
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Modeles de résistance des matériaux Hypothéses mécaniques de plaques

Comportement de la fibre épaisseur - plaque épaisse de Mindlin

Fibre indéformable

Une fibre normale a la surface moyenne a une cinématique de solide rigide :
@ Pas de raccourcissement;;
@ Pas de flexion;
@ Pas de gauchissement.

Son mouvement est donc la superposition d’une translation et d’'une rotation.

Fibre normale - plaque mince de Kirchhoff
Dans le cas de plaque de tres faible épaisseur (e, << L/10), le cisaillement transverse
est négligeable. Cela a pour incidence qu’une fibre orthogonale a la surface moyenne
avant déformation, le reste au cours de la transformation.
Cela conduit a :

@ Une simplification du champ de contrainte car 7 = 0.

@ On peut identifier les rotations de la fibre épaisseur avec les gradients du champ

de déplacement transverse w(x, y).
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Modeles de résistance des matériaux Hypothéses mécaniques de plaques

Cinématique des plaques

ﬂl(llﬁz Z)
na'(ﬁ‘j)
A 2

T no(”/"))

awmk difomidim apis 4ef

Le champ de déplacements prend la forme
UM = UM(] + /:-1" (M(;M)

En introduisant les rotations 60x et 6, autour des axes x et y, et sous les hypothéses
des petites perturbations, le champ cinématique s’écrit :

[ty 2B ()
UM: VO(X7y)+Z"B,V(X)y)
WO(Xy.y)
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Modeles de résistance des matériaux Modélisation aux éléments finis de plaques

Eléments plagues et coques

Topologie 2D
Cinématique déplacements (U, V, W), et rotations de flexion (6x, 8,) aux noeuds.
Statique Torseur de cohésion aux noeuds (Nx, N, Ty, Txz, Tz, Mfc, Mfy).
Propriétés physiques Epaisseurs.
Matériau Relation de comportement et données matériaux.
Supports géométriques triangle, quadrangle.

ANV ANy S

(3 noeuds) (6 noeuds) (2 noeuds)
(4 noeuds) (8 noeuds) (12 noeuds)
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Modeles de résistance des matériaux Modélisation aux éléments finis de plaques

Eléments plaques et coques - exemples
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Génération de maillages

énération de maillages
Maillage libre
Maillage structuré
Partition
Degré des éléments
Qualité géométrique des éléments

®© 60606 0O
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Génération de maillages

Représentation d’'un maillage

Structure des données de maillage

Du point de vue de la structuration des données, un maillage est constitué d’une liste
de coordonnées de noeuds (table des coordonnées) et de la liste des éléments décrit
par une collection de noeuds (table des connectivités).

Liste des noeuds

2411

11111

7.8658D+01 -3.5735D+01 0.0000D+00
21111

7.4658D+01 -3.5735D+01 0.0000D+00

Liste des éléments

2412

1801151178

213 214 240 239 369 370 396 395
1811151178

214 215 241 240 370 371 397 396

e y e v
Ces tables peuvent étre génerées manuellement (ou semi manuellement en utilisant
des scripts) ou par construction géométrique (par exemple par extrusion).
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Génération de maillages Maillage libre

Les maillages libres

Algorithmes de génération automatique

Des algorithmes générent de fagon automatique une discrétisation de la géométrie. Le
triangle et le tétraedre sont les seules formes qui assurent la fermeture géométrique.
Il existe trois type de stratégies :
o frontale :
on remplit 'espace géométrique depuis I'extérieur vers I'intérieur, cela produit des
mailles déformées au centre.
@ arbre :
on génere des boites englobantes de la géométrie que 'on découpent
successivement jusgqu’a avoir une taille adéquate.
@ Voronoi :
on remplit 'espace intérieur d’'un nuage de points que I'on associes ensuite avec

des cellules de Voronoi. On géneére ensuite une maille entre chaque noeuds
contigus

Un lissage du maillage doit étre réalisé, par une technique de triangulation de
Delaunay ou par une relaxation élastique.
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Génération de maillages Maillage libre

Méthodes frontales

La méthode frontale consiste a mailler le domaine, de la fagon la plus réguliére
possible en respectant une taille imposée par I'opérateur, depuis la frontiére (ligne ou
surface) vers l'intérieur jusqu’a remplissage complet du domaine.

sens du maillage

Lalgorithme adapte les tailles et fait disparaitre les noeuds surnuméraires, mais n’est
pas exempt de défaut en particulier sur la fin du processus. J
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Génération de maillages Maillage libre

Méthodes frontales

La méthode frontale consiste a mailler le domaine, de la fagon la plus réguliére
possible en respectant une taille imposée par I'opérateur, depuis la frontiére (ligne ou
surface) vers l'intérieur jusqu’a remplissage complet du domaine.

Avance du front

Lalgorithme adapte les tailles et fait disparaitre les noeuds surnuméraires, mais n’est
pas exempt de défaut en particulier sur la fin du processus. J
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Génération de maillages Maillage libre

Méthodes frontales

La méthode frontale consiste a mailler le domaine, de la fagon la plus réguliére
possible en respectant une taille imposée par I'opérateur, depuis la frontiére (ligne ou
surface) vers l'intérieur jusqu’a remplissage complet du domaine.

zone vide

Lalgorithme adapte les tailles et fait disparaitre les noeuds surnuméraires, mais n’est
pas exempt de défaut en particulier sur la fin du processus. J
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Génération de maillages Maillage libre

Arbre de construction

Le domaine est d’abord enfermé dans une boite englobante. Cette boite est découpée
suffisamment de fois pour atteindre une taille imposée par I'opérateur et pour capter
chaque point géométrique.
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Génération de maillages Maillage libre

Arbre de construction

Les boites sont ensuite maillées a 'aide de motifs prédéfinis. Ces motifs imposent de

plus un niveau de découpage de fagon a assurer les transitions entre domaines fins et
grossiers.
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Cellule de Voronoi

Le domaine est rempli d’'un nuage de points disposés aléatoirement.
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Génération de maillages Maillage libre

Cellule de Voronoi

Des cellules de Voronoi sont construites autour de chaque point afin de définir le

voisinage de chaque point.

)

©)
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Génération de maillages Maillage libre

Cellule de Voronoi

Un élément est alors construit entre les points des cellules de Voronoi formant trois
voisinages concomitants.
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Génération de maillages Maillage structuré

Projection transfini

On parle de maillage réglé ou transfini. Il consiste a associer une forme de référence
facile a mailler a la forme réelle.
C’est la seule fagon de réaliser des maillages hexaédrique et carré controlés.

T> ﬁy

sz
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Génération de maillages Maillage structuré

Maillage régulier

Il faut faire attention a la maniére d’associer les domaines réels aux domaines de
référence.
Certaines transformations induisent des déformations localisées importantes.

Sur I'exemple de I'arche, si I'on choisit les points inférieurs comme base de référence
pour définir un carré de projection, le maillage subit un déformation d’ensemble, ce qui
conduit a un maillage relativement régulier.
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Génération de maillages Maillage structuré

Maillage déformé

Si I'on choisit les points extrémes, de fagon a englober la piéce, cela induit une
déformation localisée sur un coté du maillage. Certaine mailles n’assureront pas
I'unicité de la transformation (i.e. des éléments avec des Jacobiens changeant de
signe).

G
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Découpage des pieces

Les partitions sont des découpages virtuels qui permettent de décomposer la piéce a
mailler complexe en une combinaison de piéces simples : en particulier pouvant étre
maillées de fagon réglée.

Les frontiéres sont de type ligne ou surface. Ces frontiéres
assurent (imposent) la continuité des maillages.
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Génération de maillages Partition

Compatibilité des maillages

Il faut assurer la compatibilité des maillages. J
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Maillages incompatibles

Il existe des stratégies de collage de maillages non compatibles, non actuellement
utilisées de fagon classique dans les codes industriels, mathématiquement simples
mais délicates a mettre en oeuvre techniquement.
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Génération de maillages Degré des éléments

Degré des éléments

Les éléments finis s’appuient sur des monémes de Pascal. )
1
X y
X2 xy P
X3 x2y xy2 y3

Théoriquement les degrés sont infinis, mais dans la pratique seuls les degrés 1 et 2
sont utilisés, rarement degré 3. J
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Génération de maillages Degré des éléments

Eléments Serendip

Serendipity

mot inventé en 1754 par le philosophe anglais Sir Horatio WALPOLE, qualifie la faculté
a trouver la bonne information par hasard. Le mot provient du roman "The three
princes of Serendib" & qui le hasard apportait la solution a des situations facheuses.

Les éléments a base carrée sont de type Serendip : on fait disparaitre un noeud
interne par rapport aux éléments de Hermite, ce qui implique une certaine forme de
base polynomiale.

Les éléments de degrés supérieurs a 1 sont tres sensibles aux déformations de
maillages.
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Génération de maillages Qualité géométrique des éléments

Criteres géométriques

Il existe des critéres géométriques afin d’évaluer la qualité des éléments du maillage
réalisé. Ces criteres quantifient I'écart entre la valeur théorique, basée sur un élément
géométriguement parfait, et la valeur de I'élément du maillage.

Quality Check Threshaold
[ Skew > —p)— |0
™ Warp > —f)—— |31
I~ Taper > ——}—— |08
. . ™ AspectRati - |0
Seuls les isomorphismes respectent cela : sresnEe i
translation, rotation et allongements I" Distortion <« ———— 7
proportionnels. I Swetch ¢« —p—— i3
™ Jacobian < |10
™ Element Size IBUIh j < |I]1 > |1[|
= Use height tar linear tri and guad
I QuaclneAngles ot =] < [45 ES
I Trincangles  [Boh -] < 15 > [ros
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Problémes non linéaires

© Problemes non lingaires
@ Types de non linéarités
@ Comportement non linéaire géométrique
@ Résolution de systéemes non linéaires
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Problémes non linéaires Types de non linéarités

Problémes non linéaires

Non Linéarités Mécaniques

Géométriques ‘ Matériaux ‘ Contacts

AN

Grandes HPP élasto- sans avec
déformations|| plastique || frottement||frottement

Petites déformations
Grands déplacements
Grandes rotations
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Problémes non linéaires Types de non linéarités

Problémes non linéaires

Non linéarités géométriques
@ Les déplacements/rotations sont grands — modification du domaine.
@ Les déformations sont grandes — conservation des termes du second ordre

Non linéarités matériaux
@ Comportements élastique non linéaire.
@ Comportement plastiques.
@ Matériaux hyper-élastiques.

Non linéarités de contact

@ Les déplacements/rotations sont « controllés » — Modification des conditions
aux limites.

@ Les efforts de contact dépendent du probleme — Modification du second
membre.
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Problémes non linéaires Types de non linéarités

Formulations et mesures suivant le type de non linéarité traitée

[ Type | Hypothéses | Formulation | Mesures |
Matériau hpp Material Non o
rdc non lin. Linear Only €
Grands dép. | [VU] négl. Total Lagrange oetea
Petites déf. rdc lin. ou non | Update Lagrange | Set E
Grands dép. | hors hpp Total Lagrange o et epg
Grandes déf. | rdc lin. ou non | Update Lagrange | Set E

Mesures de déformations

Mesures de Contraintes : @ ¢ linéarisée
@ ¢ Cauchy @ ¢4 Almansi
@ S Piola-Kirchhoff @ E Green-Lagrange

@ ¢jg Hencky-Mises
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Problémes non linéaires Comportement non linéaire géométrique

Flexion d’'une poutre, modélisation linéaire

Ly-F
lgz

e Contrainte de cisaillement : 7 = £

@ Contrainte de flexion: 0 =y -

Contrainte équivalente de Von Mises : 02y, = 02 +3 - 72
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Problémes non linéaires Comportement non linéaire géométrique

Flexion d’'une poutre, modélisation non linéaire géométrique

Lg-F-cos(c)

e Contrainte de traction et flexion : o = Z90(2) . LF o Foinla) ),

Toz lgz

e Contrainte de cisaillement : 7 = ~%(2)
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Problémes non linéaires Comportement non linéaire géométrique

Non linéarité géométrique

Particularité
@ Les déplacements et les rotations sont grands. — Modification du domaine.
@ Les déformations sont grandes. — Conservation des termes du second ordre.

L'équation d’équilibre du milieu continu
div([o]) +f, =0

et affaiblie par une formulation variationnelle

—/Qtr(VU*-a)dV—i—/ﬂ(U*-fv)dv-&—/mF (U*.?s)dszo

On impose U = Uy et U* = 0 sur 9Qy avec VU* = %
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Problémes non linéaires Comportement non linéaire géométrique

Cinématiques des solides déformables

Formulation Lagrangienne

[FE] Actualisée (FLA - UL)
0 [FE+ae]

Formulation Lagrangienne

Totale (FLT - TL)
[Fe+e]

Ona
axt+Ai _ aXI+AI axi

ox0  — oxt 9xO

A = [Fee 1A

donc
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Problémes non linéaires Comportement non linéaire géométrique

Changement de référentiel

[Ft+At]

La relation de changement de référentiel

8U* au* 8)([ * tAL]
IXAL = Gxt OxtHAr [F]- [Ff+ ]

permet d’exprimer I'équilibre sur la configuration actuelle a partir d’un état précédent

Wi = — /QM tr (VU* .g) av = — /Qr tr (E* s'*“) av

On doit pour cela introduire la contrainte de Piola-Kirchhoff de seconde espéce ST4!
et le champ des déformations virtuelles

E* — % tr ([,_—twm] T [F]+ [,_-*]T ) [I_—tt+m]>
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Problémes non linéaires Comportement non linéaire géométrique

Forces extérieures

Force conservative
@ Indépendante de I'évolution du domaine.
@ Vecteur force constant.

Force suiveuse
@ Modifié par I'évolution du domaine.
@ Vecteur force variable.
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Mesures des contraintes

La mesure de contrainte doit étre adaptées a I'étude traitée :
Cauchy ottat
Kirchhoff A= AL det ([F/T21])
Piola-Kirchhoff | T{+At = [Fial ™" . pieat
Piola-Kirchhoff Il §;t4" = T/HAL. [FI+41) -7

Co-rotationnelle  or = [R{*A’] T gttat. [Rr+at]

D. Lemosse (INSA de Rouen) IComputational approach of systems design in engineer Mai 2020 35/41



Problémes non linéaires Comportement non linéaire géométrique

Mesures des déformations

On cherche des lois de comportement objectives permettant de décrire le matériau :
oAt _ (6t+AI)

ou
t+At t+At
StHAt_ (E, )
Ces lois nécessitent I'introduction de mesures de déformations adaptées :
Déformation ingénieur
eH—At

Green-Lagrange

EITAt = %tl’ <[Ftt+m] T ‘ [F,HN] _ [/])

D. Lemosse (INSA de Rouen) IComputational approach of systems design in engineer Mai 2020 36/41



Problémes non linéaires Comportement non linéaire géométrique

Formulation éléments finis

On écrit I'équilibre sur une configuration Q connue
Wor =~ [ tr (E"-8{") av = —(U") - (R)
Ot

On doit alors exprimer le tenseur des déformations de Green-Lagrange

(61} = (ma+ [ ()] )

et le tenseur des déformations virtuelles
('} = {oEr} = (1811 + [Ba { U }]) - 1U7)

Ce qui donne

{R} Z/Q,([BZH[B/*VL])T.[H]-([BL]+[B,\,L]).{U;Mt} v
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Problémes non linéaires Résolution de systémes non linéaires

Résolution non linéaire

On construit un processus itératif {U’} dont la limite {U*} correspond au champ de
déplacement { U4},
Un développement au premier ordre nous permet d’écrire :

oR (U")

U AU

R(UM) =R(U+aU)=R(U)+
On réalise les opérations suivantes
@ Calcul du résidu {R} = {R (U') }.
@ Test :si |R|| < e, fin du processus.
© Calcul de la matrice tangente [K7] = BR(U).
@ Résolution du systeme linéaire [K7] - {AU} = — {R}.
@ Mise ajour {U"'} = {U'} +{AU}.
© Retouren 1.
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Problémes non linéaires Résolution de systémes non linéaires

Formulation Lagrangienne Totale

Entrée
(Mise & jour Calcul Boucle de
A _ A 5 i
{ugre) | = (ugHae) + au) [F+ee], resohlltlror.l
non linéaire
Résolution

Calcul

Calcul
Calcul

Wine (U(§+At)i

Calcul

” VVint - Wext ”< €

L Sortie
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Problémes non linéaires Résolution de systémes non linéaires

Formulation Lagrangienne Actualisée

Entrée

Mise a jour

{U5+At}i+1 — {U5+At}i +{AU}
{xt+At}i+1 — {xt+At}i + {AU}
0AU

i+1 _
M=o om —> AE —3 AS

[O.HAt]iH = [GHM]L‘ + [AS]

Résolution

N
Caleul Boucle de

résolution
t+At s

Il VVint - Wext I<e

Sortie

Calcul

[Kr];i

[ e |
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