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1 Laloi des réseaux (7 points)

Soit K = 3 réseaux (informatiques) Cr,k = 1,--- , K qu’on souhaite classifier automatique-
ment a partir de leurs caractéristiques. Chaque classe Cy, est caractérisée par une probabilité a
priori P(Cy) et une densité conditionnelle p(xz|Cy). Les données (représentant ici les dates d’ap-
parition d’évenements) de chaque classe Cy, suivent une loi d’Erlang

p(z|Ck) = 0,% ze w0k I'(x) €))

ou I'(z) est la fonction qui vaut 1 si z > 0 et 0 autrement.
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1. On dispose de données d’apprentissage {(z;,y;)};_,. Pour une classe donnée, on cherche a
estimer le parametre 03 par maximum de vraisemblance.

(a) Donner I’expression de la log-vraisemblance.

(b) En déduire I’estimation de 8, au sens du maximum de vraisemblance.

2. On veut réaliser une classification des données par la regle de Bayes. Le colit d’une bonne
décision est 0 et une mauvaise décision colite a.

(a) Donner I’expression des risques conditionnels R(Cy/x)
(b) Montrer qu’on décide la classe Cy, si P(Cx|x) > P(Colz) YVl # k

(c) Expliciter les fonctions de décision si les classes C sont équiprobables.

2 Enveloppe englobante et sa variante quadratique (9 points)

Soit un ensemble de données D = {z; € X'} ;. On veut englober ces points dans une
sphere S de rayon minimal en autorisant néanmoins certains points a étre en dehors de la sphere.
Soit C' € X et R € R respectivement le centre et le rayon de la sphére. Le probleme d’optimi-
sation correspondant qu’on veut résoudre est

n
i RZ+ )Y ¢

sous les contraintes  ||z; — C|? < R*+¢& Vi=1,---,n

ou les &; sont des variables d’écart et A > 0 un parametre de régularisation fixé par I’utilisa-
teur.

1. Ecrire le Lagrangien correspondant a ce probléme d’optimisation.

2. Ecrire les conditions d’optimalité par rapport aux variables primales C, R et &; et en déduire
I’expression du centre de la sphere.

3. Formuler le probléme dual correspondant.
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4. Des points suivants, lesquels peuvent étre points supports ? Justifier la réponse.
(a) Points a I’intérieur de la sphere.

(b) Points sur la sphere.
(c) Points a I’extérieur de la sphere.

5. Connaissant la solution du probléme dual, proposer une fagon de calculer le rayon R ?

3 Meétro ou voiture ? (4 points)

Une communauté d’agglomérations a réalisé une étude sur le mode de déplacement au tra-
vail (voiture personnelle ou transport en commun) de ses usagers. Elle a récolté pour chaque
personne les données suivantes :

y; | indique préférentiellement transport en commun (y; = 1) ou en voiture (y; = 2)
x; | =temps mis en transport en commun - temps mis en voiture (en minutes)

A partir de ces données, le modele de régression logistique suivant a été trouvé :

exp (wp + wiz;)
1 + exp (wo + wix;)

P(y;=1/z) = avec wo = —0,24 et wy = 0,053

1. Que signifie le fait que w; est positif ?

2. Quelle est la probabilité qu’une personne se déplace en voiture personnelle si le trajet en
transport en commun dure 30 minutes de plus ?

3. Répondre a la m&me question si le trajet en transport en commun dure 10 minutes de plus.

4. L’agglomération a également des informations sur le colit journalier du déplacement de
chaque personne. Comment faire évoluer le modele pour tenir compte de cette variable ?
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