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1 Ka-mines (4 points)

1. On veut regrouper les points (les ronds) des figures erxarinen deux clusters. On utilise
l'algorithme de K-means avek” = 2. L'initialisation des centreg, et o est marquée sur
la figure en haut a gauche.

Détaliller sur les figures en annexe chaque itération (&ffiect des points et calcul des nou-
veaux centres) de I'algorithme jusqu’a convergence.

Aucun calcul numérique n’est demandé. Justifier graphicuenes résultats de chaque
itération.

2 SVM a pénalisations différentes en fonction des points (7gmts)

Soit un ensemble de données étiquettfes, v;) € X x V}i—1,.. ., avec)y = {—1,+1}.
On cherche a résoudre un probléme SVM ou on utilise un termégigarisationC; spécifique
pour chaque point;. Le probleme d’apprentissage est alors

ming e, gllwl® + YL, Ci&
s.C. yi ((w,z) +b)>1-& ¥V i=1,...,n
& >0 V i=1,---.,n
Dans cette formulation du probléme, lggeprésentent les variables d’écart, les parametres
C; représentent les termes de régularisation fixés par satéur.
1. Exprimer le lagrangied correspondant a ce probleme.
2. Exprimer les conditions d’optimalité du lagrangien @gport aux variables primales b, &;.

3. Donner la formulation du probléme dual. Quelle méthodmagssez-vous pour résoudre ce
probléme dual ?

4. Proposer une fagon de calculer le paramitre

5. On note respectiveme®™ = {(z;,v;),y; = 1} etD~ = {(x;,v;),y; = —1)} les en-
sembles de points des classes "positive" et "négative".ddsidereC; = C,, Vi € D et
C,=C_,VieD.
En s’inspirant de la question 1, donner la nouvelle formaitatdu probléme SVM. Que
devient le probléme dual ?
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3 Bayes et moindres carrés (9 points)

Soit un probléme de classification & deux classe®t C, avec des donnéefz;,y;) €
RP x Y}i=1,..n00Y = {C1,C2}. On veut construire un classifieur en utilisant I'analysédiire
discriminante (LDA).

1. Montrer qu’un point quelconqueest affecté a la clasgk si

1 _ _
w'z > §M;E Yy — ] 71y + log(Pr(Cy)) — log(Pr(Ca))

avecw = X1 (ug — 1), Pr(C1) et P(Cy) les probabilités a priori des class@setCs.

2. On veut estimer les moyenngs, uo et la matrice de covariance a partir des données
{(xi,yi) }i=1,..n- On noteran; le nombre de points de la clas€g et ny le nombre de
points de la class€; (n1 + no = n).

Donner I'expression des estimatiofs, /i, et3..

3. Plutét que de faire la LDA, on veut estimer directement fametion de décisiory (z) =
z' B+ By avecs € RP et 3, € R en utilisant la méthode des moindres carrés. Pour cela,
on fait 'encodage suivant :

Classe(C; : y; = —n/ng ClasseCs : y; = —n/no

et on minimise le critére

T=Y " (yi—x/ B~ o)
=1

Ecrire le critére sous la forme matricielle= (Y — X,3,)" (Y — Xo0,)
avec, = [3" 1]T. On précisera le vectedf et la matriceX,,.

4. Ecrire la condition d’optimalité de ce probléme des moésccarrés par rapport®.
5. Montrer que le vecteus vérifie la relation

ning .~ ~ ~ ~ N ~ ~ ~
! 2M) B=nliig—jn) avec M = (fig —jn)(fia — )"

- 2)8
(o422
6. Déduire quel/ 3 est colinéaire au vectelfi, — ji1) cadM 3 « (fiz — fi1).

7. En déduire alors que la solution deobtenue par moindres carrés est colinéaire au vecteur

>~ 1(f12 — f11). Comparer par rapport au vecteurde la LDA. Quelle conclusion peut-on
tirer?
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Annexe 1
Initialisation
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