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1 Bayes en log-normal majeur (7 points)

Soit un problème de classification àC classes. Chaque classeωk est caractérisée par une prob-
abilité a prioriP (ωk) et une densité conditionnellep(x|ωk). On suppose que les données de
chaque classeωk suivent une loi log-normale avecx ∈ R
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les données (supposées i.i.d.) de la classeωk. Donner l’estimation des

paramètresµk etσk au sens du maximum de vraisemblance.

On veut réaliser une classification des données. Le coût d’une bonne décision est0 et une
mauvaise décision coûteλs. On décide d’utiliser l’approche bayésienne. On noteak, l’ac-
tion de décider la classeωk.

2. Donner l’expression des risques conditionnelsR(ak/x).

3. En déduire que le risque minimum est obtenu en décidantak siP (ωk|x) > P (ωℓ|x) ∀ℓ 6= k
avecP (ωk|x) la probabilité a posteriori de la classeωk.

4. Expliciter les fonctions de décision dans le cas suivant :C = 2, P (ωk) = 1/2 et p(x|ωk)
donnée par l’équation (1).

5. On considère maintenant le rejet avec un coûtλr.
Montrer qu’on affectera une observationx à la classeωk si

P (ωk|x) > P (ωℓ|x) ∀k 6= ℓ et P (ωk|x) > 1− λr

λs

Que se passe-t-il siλr = 0 ? Même question siλr > λs.

2 Logistique à tous les étages (10 points)

On désire classer des articles sur le web en deux catégories :sports et autres. La classe Sports
a pour label “0” et la classe autres “1”. Chaque document est représenté par un sac de mots
regroupés dans le vecteurx ∈ R

D avec D très grand. On dispose d’une séries de donnéesD =
{

(xi, yi) ∈ R
D × {0, 1}

}N

i=1
. Pour classer ces documents, on utilise la régression logistique. On

suppose queP (Y = 0|x) = 1
1+exp(w⊤x)

avecw le vecteur de paramètres inconnus.
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Partie I

1. Donner l’expression de la log-vraisemblanceL(w) du problème de régression logistique.

2. Pour estimerw, on décide d’optimiser la log-vraisemblance pénalisée c’est-à-dire

max
w∈RD

J(w) avec J(w) = L(w)− λ2

2
‖w‖2

etλ ≥ 0 un paramètre de régularisation choisi par l’utilisateur.
Expliquer la signification de cette pénalisation. Comment évolue‖w‖2 si on fait varierλ2

entre0 et+∞?

3. On veut estimerw par une méthode de Newton.

(a) En s’inspirant de votre cours, donner l’expression du gradientg(w) = ∇J(w) et de la
matrice hessienneH(w) = ∇ww⊤J(w).

Nota :∇w‖w‖2 = 2w et∇ww⊤‖w‖2 = 2I.

(b) Proposer alors l’algorithme complet d’optimisation dew

Partie II
En fait la pénalité‖w‖2 est jugée non satisfaisante pour mettre à zéro les paramètres les

moins significatifs. On la remplace par une pénalité de type‖w‖1 =
∑D

j=1 |wj |. On résoud
alors le problème d’optimisation

max
w

L(w)− λ1

D
∑

j=1

|wj | avec λ1 > 0

L’utilisation de la méthode de Newton n’est plus possible ici car la fonctionf(z) = |z| n’est
pas différentiable en0. Pour contourner le problème, on remarque que pour un paramètre
wj , on peut écrire les décompositions suivantes

wj = w+
j − w−

j et |wj | = w+
j + w−

j avec w+
j ≥ 0, w−

j ≥ 0

Le problème d’optimisation devient

min
w+,w−

−L(w+, w−) + λ1

D
∑

j=1

(

w+
j + w−

j

)

sous les contraintes w+
j ≥ 0, w−

j ≥ 0 ∀j = 1, · · · ,D

4. Ecrire le lagrangien correspondant à ce problème

5. On montre que∇w+

j
L(w) = ∇wj

L(w) et ∇w−

j
L(w) = −∇wj

L(w). En utilisant ce ré-

sulat, donner en fonction de∇wj
L(w) et λ1 l’expression des conditions d’optimalité du

lagrangien par rapport àw+
j etw−

j , ∀j.
6. On veut analyser les propriétés de ce nouveau problème.

(a) Ecrire les conditions KKT correspondant à ce problème.
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(b) Montrer quew+
j > 0 ⇒ w−

j = 0. De même établir quew−

j > 0 ⇒ w+
j = 0.

(c) En déduire alors que pour tout paramètrewj non nul (wj 6= 0) on a la condition
|∇wj

L(w)| = λ1

(d) En déduire aussi que pour tout paramètrewj nul (w+
j = 0 etw−

j = 0), on a la condition
|∇wj

L(w)| ≤ λ1

3 Le bon vieux SVM (3 points)

Soit un ensemble de donnéesD = {(xi, yi) ∈ X × {−1, 1}}Ni=1. On veut classer les données
par un SVM par résolution du problème

min
w,ξi

1

2
‖w‖2 +

∑

i∈D

Ciξi

sous les contraintes yi (〈w, xi〉) ≥ 1− ξi, ∀i ∈ D
ξi ≥ 0, ∀i ∈ D

Donner le problème dual correspondant.
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